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的 研究 成 果 ; 第 5 EE IS- 代 数 与 半 环 , 讨论 了 IS- 代 数 与 环 和 半 环 的 关系 ， 
主要 是 作者 的 研究 成 果 . 
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逻辑 代数 是 信息 科学 、 计 算 机 科学 、 控 制 论 和 人 工 智 能 等 许多 领域 的 推理 机 制 的 
代数 基础 . 随 着 模糊 控制 的 广泛 应 用 , 作为 其 理论 基础 的 模糊 逻辑 和 相关 的 逻辑 代数 
也 成 为 人 们 研究 的 热点 . 

1966 F, 由 日 本 数学 家 Y. Imai 和 K. Iséki 以 逻辑 运算 为 基础 , 根据 组 合 逻辑 
中 组 合子 的 代数 表述 , 提出 了 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 ，1993 年 , 韩国 数学 家 田 英 培 
(Young Bae Jun) 教授 在 BCI- 代 数 的 基础 上 通过 添加 半 群 结构 又 引入 了 BCI- 半 群 
(简称 IS- 代 数 ). 与 这 些 逻 辑 代 数 相 比较 , 传统 的 代数 系统 ( 群 、 环 ) 最 大 的 特点 就 是 
运算 具有 结合 性 , 即 传统 的 代数 系统 都 是 结合 代数 .而 逻辑 代数 是 基于 逻辑 运算 引入 
的 代数 系统 , 并 不 要 求 代数 运算 具有 结合 性 , 所 以 逻辑 代数 都 是 非 结 合 代 数 . 尽管 逻 
辑 代数 与 结合 代数 有 明显 的 区 别 , 但 现 有 的 研究 结果 已 经 表明 , 逻辑 代数 与 结合 代数 
有 着 紧密 的 联系 . 

从 BCI- 代 数 的 发 展 来 看 , 主要 有 以 下 几 种 方法 研究 BCI- 代 数 与 结合 代数 的 关 
R: 第 一 , 在 BCI- 代 数 中 寻找 一 些 特 殊 类 , 如 1980 年 由 胡 庆 平和 K.Iséki 引入 的 结合 
BCI- 代 数 、1983 年 由 雷 天 德 引 入 的 广义 结合 BCI- 代 数 和 1990 年 由 惠 昌 常 引 入 的 拟 
结合 BCI- 代 数 .由 这 些 特殊 的 BCI- 代 数 类 可 直接 得 到 群 和 半 群 .第 二 , 作者 从 一 般 
BCI- 代 数 的 运算 出 发 导出 了 另 一 种 适合 结合 律 的 新 运算 , 从 而 由 一 般 BCI- 代 数 得 到 
SER. 第 三 , 1995 F, 黄 文 平 借助 于 变换 群 的 思想 , 在 一 般 BCI- 代 数 上 寻找 一 些 变 换 ， 
将 这 些 变换 关于 变换 的 合成 运算 作成 半 群 . 第 四 , 1993 F, 由 田 英 培 等 通过 在 BCI- 代 
数 上 再 添加 一 个 半 群 结构 而 形成 BCL 半 群 , 并 说 明 它 是 环 概念 的 一 般 化 . 

本 书 的 主线 就 是 研究 BCI- 代 数 与 群 和 半 群 的 关系 问题 , 特点 如 下 : 

第 一 , 在 论述 BCI- 代 数理 论 时 , 以 作者 的 研究 成 果 为 基础 , 通过 引入 一 般 BCI- 代 
数 的 加 法 序 半 群 , 建立 了 一 般 BCI- 代 数 与 序 半 群 的 关系 , 以 便 读者 体会 逻辑 代数 与 结 
合 代 数 的 紧密 联系 . 

第 二 , 建立 了 BCL- 代 数 中 元 素 的 阶 与 群 中 元 素 的 阶 的 对 应 关系 , 得 到 了 用 元 素 的 
阶 刻画 BCI- 代 数 的 许多 结论 . 

第 三 , 本 书 的 重点 是 系统 地 论述 BCI- 半 群 理论 , 这 在 国内 外 同类 著作 中 尚 不 多 见 . 

第 四 , 本 书 最 突出 的 特点 是 根据 作者 的 研究 成 果 , 论述 BCI 代数 与 群 和 半 群 的 关 
系 、BCI- 半 群 与 环 和 半 环 的 关系 . 

本 书 共有 5 Xt, 其 中 许多 内 容 是 作者 多 年 从 事 BCI- 代 数 和 BCI- 半 群 研究 的 成 
果 . 第 1 章 是 代数 基础 知识 , 包括 序 与 偏 序 、 群 与 半 群 、 序 半 群 、 环 及 半 环 等 内 容 ; 第 2 


di 前 


ni 


HE BCI- 代 数 的 基本 理论 , 主要 介绍 该 代数 系统 的 基础 理论 , 主要 包括 BCL 代数 和 
BCK- 代 数 的 概念 和 基本 性 质 、 理想 、 滤 子 、 商 代数 及 同 态 等 内 容 ; 第 3 章 论述 BCL- 代 
数 与 群 和 半 群 的 关系 , 主要 有 三 种 BCL 代数 与 群 和 半 群 的 关系 , 一 般 BCL 代数 的 加 
法 序 半 群 和 伴随 半 群 , 其 中 包括 了 作者 多 年 从 事 BCI- 代 数 研 究 的 系列 成 果 . 第 4 章 
论述 BCI- 半 群 的 基础 理论 , 包括 韩国 田 英 培 教授 、 西 北大 学 辛 小 龙 教授 和 作者 的 研 
究 成 果 . 第 5 章 论述 BCI- 半 群 与 环 和 半 环 的 关系 问题 , 主要 是 作者 的 研究 成 果 . 

本 书 是 陕西 省 自然 科学 基金 项 目 (2010JM1016) 的 研究 成 果 汇 总 . 在 本 书 编写 过 
程 中 , 西北 大 学 数学 系 辛 小 龙 教 授 给 予 了 极 大 的 鼓励 ， 并 为 作者 提供 了 许多 有 价值 的 
资料 ; 宝鸡 文理 学 院 数学 系 赵 天 绪 主 任 和 宝鸡 文理 学 院 学 科 建 设 与 研究 生 教 育 管理 处 
给 予 了 大 力 支 持 . 另外 , 本 书 的 出 版 得 到 了 宝鸡 文理 学 院 陕 西 省 重点 学 科 基 础 数学 专 
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第 1 章 预备 知识 


数学 中 有 三 个 母 结构 : 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 结构 . 这 三 个 母 结构 相互 交融 , 形 
成 了 数学 中 的 多 个 分 支 . 本 书 主要 涉及 代数 结构 和 序 结构 .本 章 主 要 介绍 与 BCI- 代 
数 紧密 联系 的 代数 结构 和 序 结构 的 基础 理论 , 包括 偏 序 集 、 格 、 群 、 半 群 、 序 半 群 、 环 
和 半 环 等 , 为 本 书后 面 的 论述 作 好 准备 . 


1. WIREH 


本 节 介 绍 偏 序 集 和 全 序 集 及 其 理想 和 滤 子 的 基本 概念 和 性 质 , 给 出 理想 和 滤 子 的 
分 解 定理 , 并 介绍 格 的 有 关 概 念 和 性 质 . 


1.04. ” 偏 序 集 与 全 序 集 


定义 1.1.1 B X 是 非 空 集合 , 把 X x X 的 子 集 只 叫做 X 上 的 二 元 关系 . 如 
R (x,y) € R, 则 记 为 xRy. 

例 1.1.1 (1) 设 X 为 实数 集合 , 规定 (ry ERS r <y, M RO x Etfi 
关系 . 

(2) 设 X 为 任意 的 非 空 数 集 , f(z) 为 X 上 的 一 元 函数 , 则 f(z) 的 图 像 


R= { (z, f(x))|£z € X} 


是 X 上 的 二 元 关系 , 但 是 X 上 的 二 元 关系 未 必 全 是 X 上 的 一 元 函数 的 图 像 . 例如 ， 
(1) 是 二 元 关系 , 但 却 不 是 X 上 的 一 元 函数 的 图 像 . 

定义 1.1.2 R X 是 非 空 集合 ,“<” 是 X 上 的 二 元 关系 , 如 果 

(1) HRPE: Yre X, DE rc 

(2) 传递 性 : Vr < y,y xz, DE z< z; 

(3) 反对 称 性 : Vn < yu < z, DË r= Y, 
则 称 关 系 “<” 为 X 上 的 偏 序 , 带 偏 序 的 集合 (X, <) 称 为 偏 序 集 . 在 不 致 混淆 的 情况 
F, 偏 序 集 也 简写 为 X. 在 偏 序 集 X P, 也 可 把 x <y SÉ y. 

X (X,«) 是 偏 序 集 , WR X 中 的 任意 两 个 元 素 都 可 比较 , 即 vz,y € x 都 有 
z <y yc WEK (X, <) 为 全 序 集 ,“<” 叫 做 全 序 (线性 序 ), 把 偏 序 集 X 中 的 全 
序 子 集 叫 做 X 的 链 . 
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例 1.1.2 (1) E X 为 实数 集 ,“<” 为 通常 的 大 小 关系 , W (X, <) 显然 是 偏 序 集 , 
也 是 全 序 集 . 
(2) x = C [0,1] ,Yf, g e X, 规定 


f&gef(z)&g(z) Yz € [0,1], 


则 (x, <) 是 偏 序 集 , 但 不 是 全 序 集 : 

EX 1.1.3 WE (X, «) 是 偏 序 集 , m, b 是 X 中 的 固定 元 . 

(1) Yz e X, 如 果 由 m < z 可 以 推出 x = m, 则 称 m 为 X 中 的 极 大 元 . 如果 
Vz € X BUB z <b, WE b X X KRAT. 

(2) Yz e X, 如 果 由 z «m 可 以 推出 xz = m, 则 称 m A X RRT. 如 果 vrex 
都 有 b < z, IER o 为 X 的 最 小 元 . 

显然 , 最 大 (小 ) 元 必 是 极 大 (小 ) 元 , 但 反之 不 成 立 . 

例 1.1.3 3X A= {1,2,3}, X Æ A 的 全 体 真 子 集 . 规定 


X; < X5 S X1 € X5, 


则 (X, «) 是 偏 序 集 , (1,2), {1,3}, (2,3) 都 是 X 的 极 大 元 , 但 是 X 没有 最 大 元 . o 是 
X 的 最 小 元 ， {{1}, {1,2}, {1,2,3}} 是 X 中 的 一 个 链 . 

一 般 地 , 偏 序 集 中 的 极 大 元 未 必 存 在 , 即使 存在 也 未 必 唯 一 , 但 有 如 下 公认 的 引 
H: 

Zorn 引 理 ”如果 偏 序 集 X 中 的 每 个 链 都 有 上 界 , 则 X 必 有 极 大 元 . 

定义 1.14 V (X,«) 是 偏 序 集 , o +Y C X, WR Ja < X, 使 得 Vy e Y 都 
F y < aly 2 a), 则 称 a X Y 的 上 界 (F) 如 果品 是 了 m EJ (FA) 并 且 
Xp Y 的 任 一 上 界 (下 界 )a WA b< alb 2 a), 则 称 b Jj Y 的 上 确 界 (下 确 界 ), WA 
b = sup Y (b = inf Y) 8X b = VY (b = ^Y). 
1.1.2 HASET 


在 偏 序 集中 , 理想 与 滤 子 是 相互 对 偶 的 概念 . 
定义 1.1.5 设 了 是 偏 序 集 X 的 非 空子 集 , Vre X,Yy €I, 如 果 由 zx < y 可 以 
推出 zel, 则 称 DO X 的 理想 . 如 果 理 想 X, 则 称 了 为 X 的 真理 想 . 令 


(y= {xE X|z <y}, 


则 (y] 显然 是 包含 y 的 最 小 理想 , 称 之 为 关于 y 的 主 理想 . 
一 般 地 , 设 A 是 x 的 非 空子 集 , 令 


(A] = (ze Xldae A, <a}, 
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显然 , (4] 必 是 包含 4 的 最 小 理想 , 称 之 为 由 4 生成 的 理想 . 
设 J 是 偏 序 集 X 的 非 空子 集 , Vr c X, yz € J 如果 由 z <r TARH reJ, m 
IRJ A X 的 滤 子 . S 
(2)= {rE XIz <r}, 


则 [z) 显然 是 包含 z 的 最 小 滤 子 , 称 之 为 关于 z 的 主 滤 子 . 
一 般 地 , 设 4 是 X 的 非 空子 集 , 记 


[A) 2 {re X Jae Aja € xz), 


显然 , 4) 是 X 的 滤 子 , 称 之 为 4 生成 的 滤 子 . 

例 1.1.4 在 实数 偏 序 集 (R, «) 中 , Va € R, Wi] (—oo,a), (-oo,a] 都 是 R 的 理想 ， 
(~,a) 是 关于 a 的 主 理想 , (a, +00), [a, +00) 都 是 R 的 滤 子 , [a, +00) 是 关于 a 的 主 
ET. 

定义 1.1.6 Ut Xi, X 都 是 偏 序 集 , f 是 X 到 X, 的 映射 , Vri,y; e X, WRH 
zı Sy: 可 以 推出 f(z1) € f(y1), WER f ARFER. 如 果 存 在 一 个 X; 一 X2 的 双 射 
f, 使 得 f, £71 都 是 保 序 的 , 则 称 X1, X2 为 序 同 构 . 

定理 1.1.1 E X, X: 都 是 偏 序 集 ， f 是 X, X: 的 映射 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) f 是 保 序 的 ; 

(2) Xa 的 每 个 主 理想 的 原 象 要 么 为 空 , 要 么 为 X 的 理想 ; 

(3) X» 的 每 个 主 滤 子 的 原 象 要 么 为 空 , 要 么 为 X 的 滤 子 . 

证 明 (1)>(2) Yæ € X2, 设 /1((z2]) = A £ Ø, Yy € Ai, W f (yi) € (22), BP 


Fly) S za, Vzi&y, 


则 f(z1) 和 f(y1) < z2, 从 而 f(z1) € (za Bl z, € A1, W A, Æ X4 的 理想 . 
(2) Yzy € X H zı <y, $ 


(f(y1)] = (92 € Xa [y2 & f(y1)} = 42, 


则 
f° (4) = Qi €Xi|f(a) € A2} = (a € X1 |f) € fn)}. 


显然 , yy € f 1 (A2), BE 广 !(42) z 2, 故 fA) BA X, 的 理想 . 由 于 zi <y, M 
而 zı € f71(A2), 即 得 f(e) < fq). 
(1) 5 (3) 的 等 价 性 同 理 可 证 . 证 毕 
定理 1.1.2. Xt X 是 偏 序 集 , {I |k € K ) 是 一 族 理想 (98), 则 
(1) Uk Æ X 的 理想 ( 滤 子 ): 
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(2) 如 果 0 * 2 那么 5 也 是 x 的 理想 (WT). 
证 阴 DRI- MEC 对 We IIko € K, 使 得 ye In. 设 x eX,x < vy, 由 


Ton, e X 的 理想 ， Msc lc 即 得 x e I, 从 而 I J& X 的 理想 . 
(2) 设 了 = Ies eve eL WjvkeKüzeln WzeXor«uHBPrE 


X 的 理想 ， Ex e D 由 大 的 任意 性 知 zx c1, 从 而 I Æ xX 的 理想 . 
对 滤 子 同 理 可 证 . 证 毕 


1.1.8. 1878 ( 滤 子 ) 分 解 定 理 


在 偏 序 集 的 理想 (UE) 中 , 希望 找 出 一 些 特 殊 理 想 WET), 把 所 有 理想 WET) 
表示 出 来 . 

首先 , 给 出 用 主 理想 表示 任意 理想 WT) 的 一 个 结论 . 

定理 1.1.3 设 了 是 偏 序 集 X 的 任意 理想 (ET), 则 


I= [ (al (i-um). 


aci aci 


证 明 ”由 于 了 是 偏 序 集 X 的 理想 , a e LO (a)l COL, 从 而 
U (al EI 


acl 
又 由 于 Ya € 1,a € (a], MAIC y (a], 从 而 了 = U (al. 
aci 


对 滤 子 同 理 可 证 . 证 毕 

下 面 通 过 引入 次 极 大 理想 的 概念 ， 给 出 另 一 个 理想 分 解 定理 

定义 1.1.7 WM 是 偏 序 集 X 的 真理 想 , WRN X 的 任意 理想 工 只 要 M CI 
就 有 了 = M REI =X, 则 称 M 为 X 的 极 大 理想 . 如 果 存 在 ce X — M, 使 得 对 XX 
的 任意 理想 I, 只 要 zgIDM 就 有 了 = M, MR M 为 关于 r 的 次 极 大 理想 , 记 为 
Ms. 

定理 1.1.4 ”对 偏 序 集 X 中 的 任意 真理 想 了 及 任意 x € X — 1L 必 存 在 关于 x 的 
次 极 大 理想 Mo, 使 得 x é Ms 2 I. 

证 明 设 a= {AA 是 X 的 理想 ,并 且 z 4 AD D), EF I 6o, 所 以 a 非 空 . 设 
6 为 a 中 的 任意 链 (关于 包含 关系 的 全 序 子 集 ), 令 Bo 是 6 中 所 有 理想 的 并 , 于 是 由 
定理 1.1.2 知 , Bo 是 X 的 理想 , Hz d Bo 2 I. Bl Bo € o, BrUL 8 E o 中 有 上 界 . 根 
据 Zorn 引 理 , a 中 必 有 极 大 元 , 不 妨 设 为 M;, 则 显然 , M。 是 关于 x 的 次 极 大 理想 ， 

定理 1.1.5 AFR X 的 每 个 真理 想 均 可 表示 为 一 些 (有 限 或 无 限 ) 次 极 大 理 
想 的 交 . 
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证 明 设 I 是 XX 的 真理 想 , 由 定理 1.1.4 AB, Vr € X -了 存在 次 极 大 理想 M, 
fEf$reéM.OI- *J— Q M. 下 证 T= J. 对 任意 zoEXX-1 有 


XEX—I 


zoEX—- Ma C |] (X-Mj)eX-J, 
EX—I 


BU X-ICX-J,HlJcr. 又 显然 J27, 所 以 
T=J= (| M. 证 毕 


TEX-IJ 
定义 1.1.8 MFE X 满足 理想 的 降 链条 件 (DCC), 是 指 对 X. 的 每 个 无 限 理 想 
链 


l5125.- 


均 存 在 正 整 数 n, 使 得 当 i > n 时 都 有 h= I. 

定理 1.1.6 ” 设 偏 序 集 X 满足 理想 的 降 链条 件 , 则 X 的 每 个 真理 想 均 可 表示 为 
有 限 个 次 极 大 理想 的 交 . 

证 明 ”假设 存在 一 个 真理 想 7 不 能 表示 为 有 限 个 次 极 大 理想 的 交 , 取 zy € X — I, 
于 是 由 定理 1.1.4, 必 存 在 关于 zi 的 次 极 大 理想 Mo, 使 得 zl g M, DL EM 
Mz, 则 由 假设 知 , Vi RBA I 取 za € Ni -了 ,又 由 定理 1.1.4 知 , 存在 关于 za 的 次 
极 大 理想 Mo 使 得 zz d Mss 2 工 令 No = Ni O Maa, 则 由 于 zz € Ni x2 € Na, W 
Ni RER M. 重复 以 上 过 程 , 由 于 了 不 能 表示 为 有 限 个 次 极 大 理想 的 交 , 便 得 到 一 
个 无 限 严 格 降 链 


NM DMD- DND, 

这 与 X 满足 理想 的 降 链条 件 矛 盾 . 证 毕 
1.1.4 格 及 其 基本 性 质 

定义 1.1.9 WE (L. «) 是 偏 序 集 , 如 果 va,b € L,sup(a, b) 恒 存在 , MER (L, <) 
为 上 半 格 ; WR va,b € L,inf(a, b} 恒 存 在 , 则 称 (L, <) AFER, 常 记 

aV b= sup{a, b}, a^bc-inf(a,b). 

既是 上 半 格 又 是 下 半 格 的 偏 序 集 称 为 格 . 显然 , 全 序 集 必 是 格 . 

容易 证 明 以 下 结论 成 立 ; 

定理 1.1.7 VE (L, «) 是 上 半 格 (下 半 格 ), WL 中 的 任意 非 空 有 限 子 集 都 有 上 


确 界 (下 确 界 ), 并 且 有 以 下 公式 : 
(1D)avb=bva(aAb=bAa): 
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(2) (av b) Vec=aVv(bVve)((aAb)Ac= (a^b) ^c) 

(3.axb«&avbzb(a^bc-a). 

定义 1.1.10 Ut (L, <) 是 偏 序 集 , MR YA C L,sup A, inf A BFE, 则 称 (L, <) 
为 完备 格 . 在 完备 格 中 , 把 sup L 叫做 最 大 元 , WA 1; 把 inf o 叫做 最 小 元 , 记 为 0. 

例 1.1.5 R 是 实数 集合 , < 为 实数 的 大 小 关系 , M (R, <) 是 格 , 但 不 是 完备 格 . 
然而 ([0, 1], <) 是 完备 格 . 

定理 1.1.8 — WE (L, «) 是 格 , 则 以 下 两 个 公式 等 价 : 

(1) a^ (bv c) 2 (a^ b) V (a^c); 

(2) a V (B^c) 2 (av b) ^ (av c). 

WA — WU (1) 成 立 , HT acavb,a^cxa, 由 定理 1.1.7 得 


(aVb)^a—a, aV(a^c)-a, 


于 是 
(a V 6) ^ (a V c) 7 ((a V b) ^ a) V ((a V b) ^c) 
—aV ((a vb) ^c) av ((a^e) V (b^c)) 
= (a V (a^c)) V (b^c) -aV(b^c), 
从 而 (2) 成 立 . 
反 过 来 , 同 理 可 证 . 证 毕 


1.2 群 与 半 群 


群 和 半 群 是 最 基本 的 结合 代数 , 本 节 介 绍 有 关 的 概念 和 基本 性 质 . 
1.2.1 群 


设 X 为 非 空 集 , 把 X «X x BJ "o" m x 上 的 二 元 运算 . 设 (a,b) € 
X x X, 如果 (a, b) 在 该 映射 下 的 像 为 c, WA c= ao b. 

定义 1.2.1 B G 是 非 空 集合 , “o” ÆG 上 的 二 元 运算 , 如 果 

(1) 结合 律 成 立 , Bl Ya,b,ce G 有 (aob)oc=ao (boc); 

(2) G 中 存在 左 单位 元 e, 即 3e € G, WE Ya c G 有 eoa= a; 

(3) G 中 任意 元 素 都 有 左 逆 元 , BI Ya € G, 3a! € G, 使 得 a7! oa — e, 
则 称 G 关于 这 个 二 元 运算 作成 一 个 群 , 记 为 (G,o). 在 不 致 混淆 时 , 简 记 为 G. 

如 果 对 Va, b € G 均 有 aob=boa. 即 群 G 的 二 元 运算 满足 交换 律 , 则 称 群 G 为 
交换 群 (Abel 8E). 

例 1.2.1 € G 为 整数 集 , aob —a--b--A, 则 容易 验证 , G 关于 运算 “o” 是 交 
换 群 , 并 且 -4 是 左 单位 元 , -8 — a 是 a 的 左 道 元 . 


1.2 群 与 半 群 Te 


通常 把 群 中 的 二 元 运算 “o” 写 成 乘法 , 这 时 群 G EURF, 但 有 时 在 交换 群 G 
rp, 常 把 G 中 的 二 元 运算 写成 加 法 , 这 时 G 也 叫 加 群 . 在 加 群 中 , 单位 元 叫做 零 元 ， 
记 为 0, a 的 逆 元 叫做 负 元 , 记 为 一 a. 

把 群 G 中 元 素 的 个 数 叫 做 G 的 阶 , WA |G. WR |G| AR, 则 称 G 为 有 限 群 ; 
如 果 |G| = oo, 则 称 G 为 无 限 群 . 

EH 1.2.1 RE G 中 的 左 单位 元 也 是 右 单位 元 , 元 素 a 的 左 道 元 也 是 右 道 元 . 

证 明 Wa 是 元 素 a 的 左 逆 元 . 由 于 G 是 群 , 故 a7! 在 G 中 也 有 左 道 元 , 不 
妨 设 为 a', Bl a'a-! — e. 由 于 e 为 左 单位 元 , W 


aa ! = eaa! = (a/a 1')(aa !) 


— a'(a la)a ! = a'(ea )) = a'a ! = e, 
从 而 
由 于 e 为 左 单位 元 , 即 ea = a, 从 而 


ae 一 ala ta) = (aa^! )a = ea = a, 


W e 也 为 右 单位 元 , 从 而 ac! 也 是 a 的 右 道 元 . 证 毕 
把 左 (A) 单位 元 统称 为 群 G 的 单位 元 , 记 为 e. a 的 左 、 右 道 元 统称 为 G Box 
元 , WA amt. 
定理 1.2.2 SÉ G 的 单位 元 唯一 , 每 个 元 素 a 的 道 元 都 由 a 唯一 确定 . 
证 明 We e 都 是 G 的 单位 元 , 则 


Gala 都 是 a 的 逆 元 , 于 是 
a! = d'e = a/(aa !) = (a'a)a ! = ea^! = a^, 证 毕 

ER G 中 , WR ab = ac, WER a ER b= c. 如 果 ba = ca, MAR a EA 
b — c. 故 群 中 左右 消去 律 成 立 . 

定义 1.2.2 WV G ER, WR Va € G 有 a? = e, 则 称 G 为 对 合群 . 

定理 1.2.3 ”对 合群 必 是 交换 群 . 

证 明 i G 是 对 合群 , Ya,beG 有 

a? =e, Pe, (ab)? = e, 


HA 


ba = (ab)?ba = ababba = abaea = abe = ab, 
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Bp G 是 交换 群 . 证 毕 

定义 1.2.3 8 H ÆR G 的 非 空子 集 , WR OH 关于 G 的 乘法 也 是 群 , UAR H 
为 G 的 子 群 , d HG. 

定理 1.2.4 设 互 是 群 G 的 子 群 , 则 万 中 的 单位 元 必 是 G 中 的 单位 元 , 763€ a 
fr H 中 的 逆 元 必 是 a 在 G 中 的 道 元 . 

证 明 设 e' 为 五 的 单位 元 ,e 为 G 的 单位 元 , M 


HU e'e' = e'e, 由 消去 律 得 e’ = e. 

设 al, d 分 别 为 a 在 G, H 中 的 逆 元 , 则 a'a = arla = e, 由 消去 律 得 a’ = a7. 

证 毕 

定理 1.2.5 ik H Æ G HET TE, WU] H « G 当 且 仅 当 

(1) Va,b€ H fj abe H; 

(2 Vae H tí ac! € H. 

WA i H «GG, 则 显然 (1) 成 立 . Va € H, t a/ 是 ea 在 互 中 的 道 元 , 由 定理 
1.2.4 知 a — a^!, WW a € H, 从 而 (2) 成 立 . 

RZ, X (1), (2) 成 立 , 则 显然 , G "PIBSIAJÉ H 上 的 二 元 运算 , 并 且 OH 中 的 乘 
法 结合 律 成 立 . ÆR ac H, 由 (2) 知 , a! e H. Xt (1) 4 e= aa € H, JA H 
是 G 的 子 群 . 证 毕 

定理 1.2.5 (1), (2) 显然 可 合并 如 下 : 

(3) Va,be H d$ ab^! € H. 

定义 1.24 8 H ÆGTE, aca, #4 


aH —(ah|lhe H}, Ha-(ha|h e H} 


分 别 叫做 a 关于 子 群 H 的 左 陪 集 和 右 陪 集 . 如 果 Vac G 有 aH = Ha, WE H XG 
的 正规 子 群 . 

显然 , aoN =bN eab EN. 

定理 1.2.6 设 N 是 群 G 的 正规 子 群 , 9 


G/N = (aN |ae G}, 


在 G/N 中 规定 
aN -bN = (ab)N, 


则 G/N 关于 以 上 乘法 作成 一 个 群 , 称 之 为 G 关于 N 的 商 群 . 
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WEB] ”首先 , 说 明 以 上 陪 集 的 运算 是 良好 的 . Ut aN = uN,bN —wN, ill au-! € 
NipricN. 设 加 1 =n, lll an € aN = Na. i an = nia(ni € N), WA 


(ab)(uv) ! = a(bv ^ )u^! = anu! = ni(au^!) € N, 


故 
aN -bN = (ab)N = (w)N —uN UN， 
即 以 上 陪 集 的 运算 是 良好 的 | 
其 次 , 容易 验证 , (G/N, ) 是 群 , 并 且 N 是 其 中 的 单位 元 , aN 是 aN 的 逆 元 . 
证 毕 


1.2.2 ” 群 中 元 素 的 阶 
在 群 G rh, 由 于 结合 律 成 立 , H aa -aln 个 a) 有 意义 . 规定 


nm ncm (a^) =a", 


EX 1.2.5 Ha INE G 中 的 元 素 , 把 满足 a^ = e 的 最 小 正 整 数 ”叫做 元 素 a 
的 阶 , BA Jal. 如 果 这 样 的 n 不 存在 , 则 称 a 的 阶 为 o. 


把 每 个 元 素 的 阶 都 有 限 的 群 叫 做 周期 群 . 
B) 1.2.2 XWG-(L-Li-i) 它 关于 复数 的 乘法 作成 群 , 叫做 4 次 单位 根 群 ， 
EP [1 1L I-1|-2, fil = [-i| = 4, AT G 为 周期 群 . 


定理 1.2.7 BRG 中 元 素 a HRA n, 则 om = e e n [m. 
证 明 E n [m, HIE m= ng, WU 


a™ = (a")3 =el =e. 
反之 , 设 om = e, Jb m=qg+r, $F 0<r<n, W 
a™ z q1^** = 一 (an)gar — a" = e. 


由 于 ja] = n, V r= 0, Afi n [m. 证 毕 
定理 1.2.8 WEG PER a 的 阶 为 n, k 为 任意 整数 , 则 ak 的 阶 为 
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WEBB W (kn) — d, 可 设 
n-dm, k= dk, 
其 中 (n,k)-1 由 于 |a| =n, WA 
(g^): = g* = qni 一 (an) = e. 


设 (a*)" = e, Bl a*" = e, 由 定理 1.2.7 Al n |km. 从 而 nikim, 但 (n3, ki) = 1, 故 
nı Im, 因此 ， a*| 一 n1, 即 


la*| = I 证 毕 


定理 1.2.0 BEE G 中 元 素 a,b 的 阶 分 别 是 m, n, Jf B. ab = ba, (m, n) = 1, M 
|ab| = mn. 


证 明 首先， 


其 次 , X (ab)* = e, 则 
(ab) ™ = (a™)b™ = p5" = e, 
Am n |sm. 但 (m, n)=1. W njs. 同 理 可 得 m|s, 从 而 mn |s, 所 以 lab| = mn. 证 毕 
定理 1.2.10 “在 交换 群 G 中 , 如 果 所 有 元 素 有 最 大 阶 m, W G 中 每 个 元 素 的 阶 
都 是 m 的 因数 , 从 而 对 任意 a € G 有 am = e. 
WEB] i GPEX a 的 阶 m 为 最 大 阶 , vo e G, WE |b| = n, 假设 ”不 是 m 的 因 
数 , 则 存在 素数 p, 使 得 


m = p*m;(p f mı), 
n = p'ni(t > k). 
由 于 le| = m, |b| = n, 则 由 定理 1.2.8 知 


k 
a? 


= TM, 
(pt, m) 


TL pt 
(m, n) 


由 于 (m, p) = 1 且 G 是 交换 群 ,于 是 由 定理 1.2.9 知 


lm = 


k 
a? P = mip > mp = m. 


这 与 m 为 最 大 阶 矛 盾 , 从 而 nim. 再 由 定理 12.7 知 , am — e. 证 毕 
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1.2.8 XB 
定义 1.2.6 ” 设 非 空 集 S 上 带 有 二 元 运算 “”, 如 果 它 适合 结合 律 
(ab)c — a(bc), Va,b,c€S, 


则 称 S 关于 这 个 二 元 运算 为 半 群 . 如 果 8 的 非 空子 集 全 关于 5 中 的 运算 “” 封 闲 ， 
MERT 为 S 的 子 半 群 . 

EER S 中, 如果 存 在 元 素 ee 5, 使 得 vac S 有 ea — a, WEK e 为 S HEZ 
元 ; 如 果 在 在 元 素 e' c S, 使 得 Ya c S 有 ae = a, WEK e' 为 S 的 右 女 元 ,如果 半 群 
S RE BAD ee' 都 存在 , 则 e = ee = e, 即 左 、 右 和 元 必 相 等 . 把 既是 左 么 元 又 
是 右 么 元 的 元 素 e 叫做 S B2 765, 含 么 元 的 半 群 叫做 么 半 群 . 

下 面 给 出 半 群 成 为 群 的 条 件 . 

定理 1.2.11 设 G 是 半 群 , 则 G 为 群 的 充 要 条 件 是 Vab € G, 方程 az = b, 
ya =b dE G 内 都 有 和 解 . 

WERH WÈ G EHE, 则 z = atb, y = ba 分 别 是 oz — b, ya — b 的 解 . 

反 过 来 , 取 G 中 的 固定 元 素 b, 设 方程 yb — b 的 解 为 e, 即 eb — b. Va € G, 设 方 
程 bx = a 的 解 为 c, 即 bc — a, 则 


ea = e(bc) = (eb)c = bc = a, 


从 而 e 为 G 中 的 左 单位 元 . 
又 由 于 方程 ya = e AR, 其 解 就 是 a 的 左 逆 元 , 从 而 G ÆR. 证 毕 
定理 1.2.12 UG 是 有 限 半 群 , 则 G 是 群 的 充 要 条 件 是 G 中 的 左 、 右 消去 律 
成 立 , BH Va, b, c € G, 由 ab = ac 可 以 推出 w= c, H ba = ca 可 以 推出 5 — c. 
WEB] ”必要 性 显然 , 下 证 充分 性 . 
设 G = (a1,a5,---,a4), ER a € G, 则 


aG = {aal aao, ,aan]. 


由 于 消去 律 成 立 , 故 aG = G, 从 而 w € G, Jaa; € aG = G, 使 得 aa, = b, 故 方程 
az =b 有 和 解 、 同 理 可 证 ya =b A, 从 而 G AR. 证 毕 

定义 1.2.7 VEI EFR S 的 非 空子 集 . 如 果 vse S, Vae I di sac I(as € I), 
则 称 了 为 3 的 左 ( 右 ) 理想 . 如 果 I BE S 的 左 理想 , 又 是 s 的 右 理想 , 则 称 I 为 5 
的 理想 . 如 果 Vs € S, Vae I fi asa € I, 则 称 I 为 S 的 双 理 想 . 

定理 1.2.43 EFR S 中 , 任 取 理 想 ( 左 理想 、 右 理想 、 双 理想 ) 族 {I,k € K}( 其 
中 K 为 指标 集 ), 则 

(1) Y I, 是 5S 的 理想 ; 
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(2) WR N ko, RA N 是 5 的 理想 . 
kEK kEK 
证 明 (1) 设 I= U Ik, Vs € S, Vae I, 3ko € K, 8 a € In, HF Ik Æ S 
kcK 
的 理想 , 从 而 sae Ig, C L,ase I, C I, W I EYF S 的 理想 . 


(2) 设 J= Ll. Ix Æ Ø, Vs € S, Va € J, M Vk € K,a € Ix, AW sa, sa € Ip. H k 


的 任意 性 得 sa, sa c I. 故 J EFR S 的 理想 . 
对 左 理 想 、 右 理想 和 双 理 想 的 结论 同 理 可 证 . 证 毕 
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序 半 群 是 代数 结构 与 序 结构 交融 的 基本 形式 , 已 经 形成 了 一 套 比 较 完整 的 理论 体 
系 , 这 里 介绍 序 半 群 的 基本 概念 和 性 质 . 
1.3.1 概念 

定义 1.3.1 R S CERE, “<” 为 S. 上 的 偏 序 , va,b ce S, 如 果 a « b, BA 


则 称 5 为 序 半 群 (也 称 偏 序 半 群 , po- 半 群 等 ), 记 为 (5, ., <). 在 不 致 混淆 时 , 也 记 为 5. 
设 c RER S 中 的 元 素 , “<" 是 5 上 的 偏 序 , 令 


Ac:T— CE, pe:rT— rc, Vries, 


则 S 是 序 半 群 e Vc € S, Ac, pe 为 保 序 映射 
定义 1.3.2 Hr, y 是 序 半 群 S 中 的 元 素 , 如 果 和 集合 


{z € S|zz < y} ({z € S|rz < yb 


非 空 , 并 且 有 最 大 元 , 把 这 个 最 大 元 记 为 y : z(y x), WER y: ely: r) X y EF 
左 ( 右 ) 剩余 . 如 果 S 中 的 任意 两 个 元 素 均 有 左 剩 余 和 右 剩 余 , 则 称 S 为 可 剩余 半 群 . 
在 可 剩余 半 群 5 中 , vz,y z eS, 显然 有 


(y : z)z € y, 
z(y :: £) Sy, 
zrxyzt&y:u, 


zz Sy >z [Kyr 
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定理 1.3.1 ”在 可 剩余 半 群 S 中, vz,y,ze 5 A 

(1) y S zy: £, Y S Y2 : £; 

(2) z <y: (=z) 2 <y: (y: 2); 

(3)a <b> YreS,a:s<b:z, ang Sb: g; 

(4daxb-zcz:bzz:a,rzzb&ma 

(5) (y : zx)z =y e 3z € S, 使 得 zz = y; 

(6) z(y ::z)—- y e 3z € S, 使 得 zz = y. 

证 明 (1) È zy &« xy fẸ y & xy : m. H yr & yz f y € ya : o. 

(2) 由 于 z(y:z)&y W z < y: (y=). BT (y:z)z&y, Wrs y (y: a). 

(3) H (a: z) <a<b (a:r) <b, Wa:r &b:z. Hiz(a::z) «axb 
z(a:z)&b,Baurzb:m. 

(4) È (x: bb «& z fll a x b f$ (x :b)a « (z: bjb < ™ AN (2 :b)a < 2 
r:b«mr:a. H b(z:: b) <x F a< bf al b) < blz: b) <s, Ail a(z:b)xz 

ubxrsa. 

(5) E. 

€ ÈT zz=y, Ú z< y: r, AT y= zr s< (y: rz. 显然 , (y :zz € y, W 
(y: z)z = y. 


得 
z, 故 
故 


T, 


(6) BÄ. 
€ BF grz=y, W z <y: ge, AW y= ez < gzl: x), 1 rye) xy d 
z(y : z) = y. 证 毕 


定理 1.3.2 设 5 为 可 剩余 半 群 , 则 S 可 换 e VryeS x:y—criy. 

证 明 => AUR SAR, rz <y zr<sy, AW riysiy. 

€ Vny€S, BF zy < zy, W z < zy: y= ry: y, AM yz < zy. 同 理 可 得 
TY € yz, W zy = yz. 证 毕 
1.3.2 ”理想 


在 序 半 群 9 中 , 任 取 两 个 子 集 A, B, 规定 AB = {abla € A,b e B). 显然 有 
(AB)C = A(BC), A(BUC)—- ABUAC, AACA. 


EX 1.3.3 Wb 了 是 序 半 群 S 中 的 非 空子 集 , 如 果 

(1) IS C I(ST C1,ISI C1,ISNSI C71); 

(2)vael,vbeSsbsaS>bel, 
则 称 IM S 的 右 理想 ( 左 理想 、 双 理想 、 拟 理想 ). 如 果 既是 S 的 左 理想 , 又 是 5 
的 右 理 想 , 则 称 工 为 S 的 理想 . 
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显然 , 5 的 理想 必 是 S 的 双 理 想 和 拟 理想 , JE EL 是 序 半 群 的 理想 当 且 仅 当 了 既 
是 半 群 的 理想 又 是 偏 序 集 的 理想 . 
在 序 半 群 9 中 , 取 一 个 非 空子 集 A, 与 偏 序 集中 类 似 地 , 规定 


= {0€5|3ae A, Eb <a}. 


如 果 4 是 半 群 S 的 理想 , 则 显然 有 (4] = 
53| 1.3.1 X A, B 都 是 序 半 群 S 的 非 空子 集 , 则 
(1) (A] CB] € (4B]; 
(2 A € B > (A C (B). 
证 明 (1) Vz € (Al, vy € (B],3ae A, db e B, 使 得 x «a, y < b, WE 


ry S rb < ab c AB, 


故 zy € (AB). 
(2) Yz € (A], 3a € A, Œ z «ac AC B, W x e (B], Bl (A] C (5]. 证 毕 
另外 , 容易 验证 , (AUSA) 是 包含 4 的 最 小 左 理想 , (AU AS] 是 包含 4 的 最 小 
右 理 想 , (4U SAU ASUSAS] 是 包含 A 的 最 小 理想 , 把 它们 分 别称 为 4 生成 的 左 理 
想 、 右 理想 和 理想 , 把 4 生成 的 理想 记 为 (A). 特别 地 , 把 由 一 个 元 素 a 生成 的 理想 


(a) = (a U Sa U aS U Sas] 


叫做 a 生成 的 主 理想 . 
定理 1.3.3” 设 I 是 序 半 群 S 的 理想 , 则 (S1S] 必 是 S 的 理想 . 
证 明 ”首先 ， 


S(SIS| € (SSIS| € (SIS|, (SIS|S C (SISS) C (SIS]. 


其 次 , Va € (SIS],3sitso c (SIS], 使 得 a < sits. Wt b « a, WI] b < sitso, 从 而 

€ (SIS), 故 (SIS| 是 序 半 群 S 的 理想 . 证 毕 
定理 1.3.4 “在 序 半 群 S H, 任 取 理 想 族 {I |k e K }( 其 中 K 为 指标 集 ), 则 
(1) M I 是 S 的 理想 ; 


(2) 如 果 A I #4 o, RA A I 是 S 的 理想 . 
证 阴 上 设 I= M. Ik, 外 定理 1.2.13 An, I JÉ2E (S, .) 的 理想 . 再 由 定理 
1.1.2 知 , 了 是 偏 序 集 5 的 理想 ， 因此 了 是 序 半 群 S 的 理想 . 
(2) 设 J = 天 z O0, 由 定理 1.2.13 A]. J 是 半 群 (S, .) 的 理想 . 再 由 定理 1.1.2 
€ 


知 , J 是 偏 序 集 5 的 理想 . 因此 , J 是 序 半 群 S 的 理想 . 证 毕 
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同 理 可 证 , 对 左 理 想 、 右 理想 、 双 理想 和 拟 理 想 也 有 同样 的 结论 . 

定理 1.3.5 W S 为 序 半 群 . 

(1) & T Æ S 的 子 半 群 ,了 是 5S 的 理想 , 并 且 Io T 4 o, N Io T ÆT HER, 

(2) S 的 每 个 拟 理想 都 是 双 理 想 . 

证 明 (1) Yt e T, Va e INT, 由 于 了 是 S 的 理想 , 故 ta,at c 1. XB ta, at € T, 
B taat c INT, 即 人 TUNT),(INT)T C In T. Bh, Vac In T, Vbe T, Wb « a, Hi 
于 了 为 5 的 理想 且 b5<ael, 故 be7T, 从 而 beINT, 故 INT AT 的 理想 . 

(2) X Q 是 S 的 所 理想 , 即 QS Nn SQ C Q, 由 于 QSQ C QS, QSQ C SQ, T 
QSQ C Q. 另外, Va EQ, Vbe S, IE b «a, 显然 ,bsQ, 故 Q@ 是 5 的 双 理 想 . 证 毕 
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定义 1.3.4 WE 5 是 序 半 群 ,了 是 S 的 理想 . 

(1) VA, B C S, WRA AB cI 可 以 推出 4 C 1 XB C I, 则 称 了 为 3 的 素 理想 ; 

(2) VA C S, WRH A? Cc 了 可 以 推出 ACI, WE I OS S 的 半 素 理想 ; 

(3) 对 5 的 任意 理想 A, B, WRH AB C I 可 以 推出 4c7T 或 BCcT 则 称 了 为 
弱 素 理想 . 

显然 , 5S 的 素 理想 必 是 半 素 的 和 弱 素 的 ， 另 外 , 定义 1.3.4(1),(2) 分 别 与 以 下 的 
(15, (2^) 等 价 : 

(I) Va,b € S, Habe I TARH ac IB be I, 

(2? Vae S, H a? e I FUH a c I. 

定理 1.3.6 WI 是 序 半 群 S 的 理想 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) 7 是 弱 素 理想 ; 

(2) Va,b € S, H (aSb] CT 可 以 推出 ae 了 了 或 bel; 

(3) Ya,be S, 由 (a)(b) c I RUE ac T HE be T. 

证 明  (1)2(2) Va,be S, Y (aSb] C 7, 由 于 了 是 5 的 理想 , 故 


(SaS| (SbS] C (SaSSbS] C (SaSbS] C (SIS| c I. 


由 于 
S(5a5],(SaS]5S (SaS], 
故 (SaS) 是 S 的 理想 . 同 理 可 证 , (S55] 也 是 S 的 理想 . 
H (1) 得 (SaS] CI 或 (S56S] C I. 如 果 (Sasl c I, 则 


(a)? = (a U Sa U aS U SaS) (aU Sa U aS U SaS] C (Sa U Sas] 


3 


(a)*(a) C (Sa U SaS] (a U SaU aSU SaS] C (SaS] C I. 
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H (1) &fl (a)? C I 8X (a) C I, AT (a) cI, Bl a e T. 
如 果 (Sbs] c I, 则 同 理 可 得 5e 工 
(2) => (3) Va,b e S, Y (a)(b) C 7, Bul 


(a5) € ((a](5]] € Kab) € 1, 


故 acec7T 或 pe 工 

(3)20) WA, B X S RHEW, ABCIBAgI,W)3acA,adgI,Vvbe D, Nj 
(a) € A, (b) € B, 从 而 (a)(b) € AB C I. 

由 (3) aermber dHHagI, ber, AI BOCI, wI EREA. 证 毕 

与 定理 1.3.6 同 理 可 证 如 下 定理 : 

定理 1.3.7 设 了 是 序 半 群 5 的 理想 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) 了 是 半 素 理想 ; 

(2) Va,be S, (aSa| C I—acl; 

(3) Va € S, (a? CI — acl. 

定理 1.3.8 1x 了 是 序 半 群 5 的 理想 , 则 7 是 素 的 当 且 仅 当 I 既是 弱 素 的 又 是 
半 素 的 . 

证 明 ”如 果 了 是 素 的 , 则 显然 , 了 是 弱 素 的 和 半 素 的 . 

设 了 既是 弱 素 的 又 是 半 素 的 , vabe S, Y ab e I, 则 


(bSa]? = (bSa|(bSa| C (bSabSa| C (bSI Sa] C I. 
由 于 了 为 半 素 的 , 所 以 (Sa C 1, 从 而 
(SbS](SaS] C (SbSSaS] C (S(bSa)S] C (SIS] C I. 
由 于 7 为 弱 素 的 , 于 是 有 
(SbS] CI 或 (SaS|C I. 


如 果 (SaS| C I, W (a)? C (SaS] C I, W (a) C I, Bla e I. 

如 果 (SoS) C I, 同 理 可 得 b e 1, 故 了 为 素 理想 . 证 毕 
定理 1.3.9 B S 是 可 换 序 半 群 ,7 是 S 的 理想 , 则 了 为 素 的 全 了 为 弱 素 的 . 
证 明 ” 素 的 必 为 弱 素 的 . FRI 为 弱 素 的 , Va,be S, Wt ab e I, W 


(a)(b) = (a U Sa U aS U SaS](bU Sb U bS U SbS| C (ab U Sab) C I, 


故 (a) EII (b)eI, Aac] RoeI, BI AREH. 证 毕 
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1.8.4 iE 


定义 1.8.5 B S EFFE, F dé S 的 非 空子 集 . 如 果 

(1) Ya,b € F abe FoeaeFHoer: 

(2) Va € F, Vs € S, Ha < s 可 以 推出 se F, 
则 称 F 为 序 半 群 S RIT. 

定理 1.8.40 Wt S 是 序 半 群 , F 是 S 的 非 空 真 子 集 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) F Æ S 的 滤 子 ; 

(2) S- F 是 S 的 素 理 想 . 

WERA (1) = (2 vae sS- F,Ys €S, Bi asc F, HF F ÆT, Macr, F 
JB, 故 as ¢ F, BH as e S — F. [3898 sae S — F. 

再 设 < a, 假设 be 5, 由 于 FF EWF, kacr, 矛盾 , 所 以 je 3S 一 三, TE, 
S-F Ë SHEH. 

设 zy € S-F, 假设 z,y € F, HF F ERT, S ryc F FA, Ares- FR 
d ycS-FNKS-FJ&SsHmIUmAP 

(2) = (1) WabeFabesS,fitaeS—-FÓiÉbcs—r,mTs-FrHB&W 
S 的 理想 , 故 ab e S-F, 矛盾 , WacFbeF. REX, 如 果 ac Fb e F, 假设 
abe S-F, HF S-F 是 5 HREAN, B acS—-FÓUbcsS—F,7B,sk abe F. 

X Va € F,a < s,s € S, Bit s c S-F, HF S-F ESHER, Wacs-F, 


矛盾 , 故 se F, 从 而 是 S 的 滤 子 . 证 毕 
1.4 xf 
环 是 有 两 种 代数 运算 的 结合 代数 , 本 节 介 绍 它们 的 有 关 概 念 和 基本 性 质 . 
1.4.1 WKAR 


如 果 把 交换 群 中 的 运算 写 为 加 法 , 则 这 样 的 群 通常 叫做 加 群 , 加 群 中 的 单位 元 叫 
零 元 0, a 的 道 元 叫 负 元 , WA -a. 设 ”为 正 整数 , 记 


na 
na-a-ctadc-:--ca, 
0a = 0, 


(—n)a = n(—a). 
把 满足 na = 0 的 最 小 的 正 整 数 n 叫做 元 素 a 的 阶 , WA Jal. 


定义 1.4.1 WEE R 上 有 加 法 和 狐 法 两 种 二 元 运算 , 如 果 
(1) (R, +) 是 加 群 ; 
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(2) (R,-) 是 半 群 ; 
(3) XF + 的 左 、 右 分 配 律 成 立 , Bl Va, b,c e RA 


a(b+c)=ab+ac, (b+c)a= ba 4 ca, 


则 称 R 关于 这 两 种 运算 是 一 个 环 , 记 为 (RSS), 在 不 致 混淆 时 , 简 记 为 R. 

如 果 环 R 的 乘法 满足 交换 律 , 即 va,b E R fj ab = ba, 则 称 R 为 交换 环 . 

在 加 群 (R, 十) E, 规定 Va, b € R, ab = 0, 则 (R, +, ) 显然 是 环 , MERA. 

定义 1.4.2 X R RÉXI, WE de c R, 使 得 Va € R Ẹ ea = a, ER e 为 R 的 左 
单位 元 , WR 3e' e R, 使 得 va € Ri ae = a, WR e 为 R 的 右 单位 元 . 既是 左 单位 
元 又 是 右 单位 元 的 元 素 叫 做 单位 元 , 记 为 1. 在 有 单位 元 的 环 中 , 如 果 ba = ab — 1, W 
FK b 为 a 的 道 元 , WA aci. 一 个 环 可 能 无 左 单位 元 , 也 可 能 无 右 单位 元 , 但 是 , 如 果 
R 既 有 左 单位 元 , 又 有 右 单位 元 , 则 它们 必 相 等 . 

EH R 中 , 由 于 (25, +) 是 加 群 , 故 kalk € Z) 有 意义 . 

定理 1.4.1 TERR RR 中 , 以 下 公式 成 立 : 

(1) 0a = a0 = 0; 

(2) (-a)b = &(—a) = —ab, (-a)(-5) = ab; 

(3) e(a — b) = ca — cb, (a — b)c = ac — be; 


(4) ($a) (5s) 2039377 
il j=1 i=l j=1 


(5) (ma)(nb) = (mn)(ab). 

证 明 — (1) 0a + 0a = (0 + 0)a = Oa, 所 以 Oa = 0. 同 理 , a0 = O. 

(2) ab + (—a)b = (a + (—a))b = 0b = 0, W (—a)b = ab. 同 理 可 得 b(—a) = —ab. 
(3) (-a)(-5b) = —(a(—5)) = ab. 

(4) 由 数学 归纳 法 直接 得 证 . 


(5) 由 (4) 直接 得 证 . 证 毕 
在 环 R 中 , 规定 
a" = aa---a, 
n 个 a 


当 RR 有 单位 元 时 , 规定 


当 R 中 的 元 素 a TXIN, 规定 
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容易 验证 , 对 任意 整数 m, n 有 
(a”b”) =a"t™,  (g")" 一 an， 


定义 1.4.3 Xx S 是 环 R 的 非 空子 集 , WE S 关于 R 中 的 加 法 和 乘法 作成 环 ， 
则 称 S 为 五 的 子 环 . 容易 验证 如 下 定理 : 
定理 1.4.2” 设 5 是 环 RR 的 非 空子 集 , 则 5 是 R 的 子 环 当 且 仪 当 


VabeS-a—bcS, abes. 


定义 1.4.4 a, b ÆI R 中 的 非 零 元 , 并 且 ab — 0, 分 别称 a,b 为 R 的 左 、 右 
FATF, 它们 统称 为 五 的 零 因子 . 

显然 , 环 RE 是 无 零 因子 的 当 且 仅 当 ab = 0 一 a=0 或 者 5 = 0. 

定理 1.4.3 ”在 无 零 因 子 环 中 , 左 、 右 消去 律 成 立 . 反之 , 一 个 消去 律 成 立 , WR 
无 零 因 子 , 从 而 另 一 个 消去 律 也 成 立 . 

证 明 i RR 是 无 零 因子 环 , ab = acla #0), W a(b — c) = 0, 从 而 5 一 c=0, 即 
b — c. 

$ ba = ca (a Æ 0), Bl] (b — ca = 0, Jil] b —c — 0, Bl b — c. 

反 过 来 , 设 左 消去 律 成 立 , Wt ab = 0 (a £ 0), 故 ab = a0, 从 而 5 — 0. 证 上 毕 

定义 1.4.5 ”把 无 零 因 子 的 交换 环 叫做 整 环 , 每 个 非 零 元 都 可 逆 的 环 叫做 除 环 ， 
交换 除 环 叫做 域 . 

容易 验证 , 域 既是 整 环 也 是 除 环 . 反 过 来 , 若 既 是 整 环 也 是 除 环 , 则 必 症 域 


1.4.2” 环 的 特征 


定义 1.4.6 WR RR 中 的 所 有 元 素 都 对 加 法 有 最 大 阶 n, 则 称 n 为 环 R 的 特 
ÎE, 记 为 charR. 特别 地 , 如 果 R 中 的 元 素 关于 加 法 无 最 大 阶 , 则 称 R 的 特征 为 oo, 
WA charR=oc. 

显然 , 有 限 环 的 特征 必 有 限 , 无 限 环 的 特征 也 可 能 有 限 . 

定理 1.4.4 EMRE, $ 


M = {nn 为 正 整数 ,并 且 vac RA na=0}, 


则 当 M = e 时 , R 的 特征 为 oo; 24 M oN, M 中 的 最 小 正 整数 就 是 R 的 特征 . 
证 明 (1) 如 果 M = e, 假设 char R =n, 由 定理 1.2.10 知 , va € R, na = 0, 从 而 
ncM, 矛盾， 故 char Roo. 
(2) WR M Zø, HU m 为 M 中 的 最 小 数 , 则 va € R, ma = 0, 3 [a|| m, Afi R 
中 的 元 素 有 最 大 阶 . 设 这 个 最 大 阶 为 n, 则 由 定理 12.10 知 ne M. HET. m & M 中 
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的 最 小 数 , 故 m < n. 但 是 , 另 一 方面 , 由 于 n 是 最 大 阶 , 设 加 — n, 并 且 mb = 0, 从 
Tnm, n2m. 证 毕 
一 般 来 说 , 环 中 各 元 素 对 加 法 的 阶 不 相同 , 但 对 无 零 因 子 环 来 说 有 如 下 定理 : 

定理 1.4.5 WE R JÉBTACT 1 的 无 零 因 子 环 , 则 

(1) R 中 所 有 非 零 元 的 阶 (对 加 法 ) 均 相 同 ; 

(2) 车 R 的 特征 有 限 , 则 必 为 素数 . 

证 明 — (1) 如 果 R 中 所 有 非 零 元 的 阶 都 无 限 , 则 认为 相同 , 如 果 Ja € R,a z 0, 
使 得 |a| = n, N) Yb E R,b 关 0 有 


a(nb) = (na)b = 0b = 0. 


H a0 8 nb —0, W jbl € n. 
Üt Jol = m, RII 
(ma)b = a(mb) = a0 = 0, 


E b0, SK ma — 0, AN n <m, SK Jb] 2 m — m. 
(2) 假设 charR n» 1 Hn 2 ning, 1 &« m,n «€ n. WE a J& R "PSEE—3ESE TC, 
Ei (1) £& |a] 2 n, SE nia #0, naa £ 0, 4H 


(n1a)(naa) = (n1n2)a? = (naja = 0a = 0, 


这 与 ROXGEBILTCEJÉR. 从 而 , n 为 素数 . 证 毕 
定理 1.4.6 H 刃 有 单位 元 1 则 1 关于 加 法 的 阶 就 是 R 的 特征 . 
WEBB ”如 果 1 的 阶 为 oo, 则 charR = oo. WR 1 的 阶 为 n, Vaz0,ac RA 


na = n(1a) = (nl)a = 0a = 0, 


*& jaj < n, 从 而 charR =n. 证 毕 
1.4.3” 环 的 理想 


定义 1.4.7 RIH R 的 非 空子 集 , 如 果 

()Va,jbeIta-bck 

(2) Vr € R, Va € I $ ra € I(ar € I), 
则 称 工 为 R 的 左 理 想 ( 右 理想 ). 如 果 I 既是 左 理想 又 是 右 理想 , 则 称 7 为 R 的 理想 . 

显然 , 交换 环 的 左 ( 右 ) 理想 都 是 理想 , 并 且 理 想 一 定 是 子 环 . 0, R 都 是 R 的 理 
AB, 称 之 为 R 的 平凡 理想 ; 非 平凡 的 理想 叫 真 理想 . 只 有 平凡 理想 的 环 叫 单 环 . 环 R 
的 任意 个 理想 的 交 仍 是 R 的 理想 . 

定理 1.4.7 ” 除 环 和 域 都 是 单 环 . 
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证 明 ” 设 了 是 除 环 R 的 非 零 理想 , a € I, a 7: 0, Bl] aa — 1 € I, Afi vr c R, 


7 二 rl1€E7T, 故 1= RR, 所 以 R 只 有 平凡 理想 , 即 R 为 单 环 . 证 毕 
定义 1.4.8 Wt a 是 环 RR 中 的 元 素 , 把 包含 a 的 全 部 理想 的 交 叫 做 由 a 生成 的 
主 理想 , 记 为 (a). 


显然 , (a) 即 为 包含 a 的 最 小 理想 . 
定理 1.4.8 Vt a 是 环 R 中 的 任 一 元 素 , 则 


T4, Ti, Yi E€ R,i- 12, m, | 


T 
a)—4rza-ca +na+% TiQYi 
() | y UT IneZmeN 


i=1 


特别 地 , 如 果 已 是 交换 环 , 则 有 
(a) = {fra+nalreRneZl. 
34 RAFAJ 1 时 ， 
一 Dosen € R,i-1,2,..-,m,mec z). 
icl 
当 RR 是 有 单位 元 交换 环 时 ， 
(a) = {ralr € R}. 


WEB] ”首先 , 由 于 a € (a), 故 对 任意 整数 n, na € (a). EX, 对 Vr, y zi,y; € 
R(i = 1,2,.… ,m) za, ay, z;ay; € (a), 从 而 


za ay 十 ma 十 » zjay; € (a). 
i= 
最 后 , 上 式 的 所 有 元 素 已 经 作成 一 个 包含 a 的 理想 , 所 以 
(a) = faa +ay+na+ S ziayi [x,y, zi y; E RnEZ mE NE 
i-l 


特别 地 ， 
(1) 24 R 是 交换 环 时 , 由 于 


m n 
za + ay 4 na - Y ziayi = (ree X) a d na — ra + na, 


i=1 i—l 


(a) = (ra - na|r € En e Z}. 
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(2) 当 RR 有 单位 元 时 ， 


zra +ay + na = zal + lay + (nl)al, 


i=l 


(a) = [S nan |y; € Ri = 1,2,- m,m € N}. 
(3) Z4 R 是 有 单位 元 的 交换 环 时 ， 
(a) = (ra(r € R}. 


定义 1.4.9 B 5S1,52,… ,Sm 是 环 R 的 非 空子 集 , 将 


ss 


i=1 


叫做 S1, 92，， t Sm 的 和 ， 将 
$8185... S4. = [sap Zero) 
i=l 


叫做 51, 5S2,… ,Sm 的 积 . 
定理 1.4.9 UE h, h, In, J BEI R 的 理想 , 则 
(1) (41 +E)+ I5 — Dy 9 (12 9 H3), (Gh) = iU); 
(2) hth +-+ In, hl In 都 是 R 的 理想 ; 
(3) J(Ia - D5 In) Jl JÍa JE, 


a € S, k 21,2... ,m, 
P-1,2,..,mneN 


(BD +h+t o +I) =hJ+hJ+ hnJ. 


证 明 (1) 由 定义 1.4.9 直接 得 证 . 
(2) WÈ n = 2, Va, b € T, + I5, 可 设 


a—8G1ct0a2€Hl 4L, b—b cb; ell, a1,51, € 11,02, 55 € I5, 


于 是 


a — b = (a4 — bı) + (aa — b2) € h + Iz, 
ra = ra Ta; Elh+h, ar=ar+azr EN+h, VreR, 


故 五 + 五 是 已 的 理想 . Bk h+h+o+Ini Æ R HER, 则 


hth+t e +In = (h+ +-+ Ina) thn 


证 毕 
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必 是 R 的 理想 . 同 理 可 得 Lo- In WE R 的 理想 . 

(3) 用 数学 归纳 法 证 明 . 证 毕 

早 在 公元 前 1 世纪 , 中 国 古 代数 学 家 就 建立 了 下 列 闻 名 于 世 的 初等 数论 中 的 中 国 
剩余 定理 ; 

给 定 正 整数 m,m ma, 其 中 当 i zo B (m,m) = 1, 则 对 于 任意 整数 
biba ,bn, 同 余 方 程 组 


x = bi(modmı), 
x = bo(modmə), 


x = bn(modmn) 
HARE, 并 且 在 模 m = mima mn F, 这 个 解 是 唯一 的 . 
两 千 多 年 来 , 世界 各 国 的 数学 家 致力 于 把 中 国 剩余 定理 推广 到 各 种 代数 系统 上 
来 , 下 面 先 给 出 环 中 两 个 元 素 关 于 理想 的 同 余 , 由 此 把 中 国 剩余 定理 推广 到 环 论 上 . 
定义 1.4.10 ” 设 了 是 环 R 的 理想 , a,b c R, WR a —b e I, WEK a,b 关于 模 了 
ER, 记 为 a = b(modI). 
容易 验证 , 同 余 关 系 是 等 价 关系 , 并 且 


aı = bi(mod7), a2 = bg(modI) = alt+b = a5 + bo(mod7). 


定理 1.4.10( 中 国 剩余 定理 ) R h, In 都 是 环 R 的 理想 , R +I = R, 
L-c-Ij-R(i-12,-,nj i) bb, ,bn 是 R 中 的 任意 n 个 元 素 , 则 存在 
b c R, 使 得 

bzb(modh) i-1,2,-.,m, 


JFH c 是 以 上 同 余 方 程 的 解 bm c(mod/I, n I9 n--- n). 
WA ”由 于 五 十 环 = 忆 五 + 五 = 已 , 故 


R — (I5 4 I5)(Ih +B)= +B +hh +h, €h +h h +RNA. 
HH R-InL-B S 
R-Ihn-RChcr(hn-c-lünli)Clh-clnl CR, 
AW R-I-IDI. BE R-I-G4sanlsn-e 0f), Jul 
R — (h+ (ABNA NTI) +) € h + (I30 INN E), 


故 
R—-R^-InCl;-(I0Is-- n) € R, 
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即 
R= + (LABN--- Nk). 


FEE k-12,.-nfüR- Te YT. 也 就 是 说 , 对 每 个 be € R, 存在 ok € Ik, 
TkE fire 全 得 二 op 即 pe ric as € D 并 且 


ry€ fCcE, izk, 
i¥k 


从 而 
b, 2r&(modiy), ry, z0(modL), iA#k,k=1,2,...,n 
S beri trot HTa, pu 
b—b— or -(b-rn)el, i-212,-,n, 
ki 
WE b = b;(modl) (i — 1,2,--- ,n). 
另外 , WR ce R, 使 得 c = b;(modI;), W b = c(modI;), Bl b —c € ,从 而 
b-ce Ü 1. b= cmo i1). 证 毕 
i=1 i-l 


15 半 — 


在 信息 科学 与 计算 机 科学 迅速 发 展 的 推动 下 , 关于 半 环 理论 及 其 应 用 的 研究 正在 
不 断 深 入 地 进行 . 这 几 年 , 关于 半 环 的 文献 越 来 越 多 , 主要 集中 在 一 些 特殊 半 环 、 理 想 
及 建立 在 理想 之 上 的 同 余 关系 等 . 

本 节 介 绍 半 环 的 基本 理论 , 为 第 5 章 打 好 基础 . 


1.5.1 基本 概念 


定义 154 ” 设 非 空子 集 合 S 上 有 两 种 二 元 运算 + 和 ., 如 果 
(1) (5, 4), (S, -) 都 是 半 群 ; 
(2) : 对 + 适合 左 、 右 分 配 律 : Va,b,ce SH 


a(b-Fc)- ab--ae, (b+c)a = ba 4- ca, 


则 称 5 关于 + 和 ' 运算 是 一 个 半 环 , WA (S, v, ). 在 不 致 混淆 时 , 也 简 记 为 S. 
设 S 是 半 环 , 如 果 适 合 加 法 (RIA) 交换 律 , 则 称 S 为 加 法 (乘法 ) 交换 半 环 , 如 
AR S 既 适 合 加 法 交换 律 , 又 适合 乘法 交换 律 , 则 称 S 为 交换 半 环 . 如 果 存 在 0& 5, 使 
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得 vae S, 
0+a=at+0=a, 0a=a0=0, 


WEK 0 为 半 环 5 的 零 元 . 在 含 零 元 的 半 环 S 中 , 如 果 Ya e sS, Ibe sS, 使 得 a+b = 
b+ a= 0, JUR b 为 a 的 负 元 . 
在 半 环 S 中, 如 果 dic S 使 得 Ya e sS, 有 


la =al =a, 


则 称 1 为 3 的 么 元 . 在 含 么 元 的 半 环 5 中 , acs, WREE bc S, 使 得 
ab = ba = 1, 


则 称 a TŽ, 把 65 叫 a P3 7C, 记 为 a7. 

显然 , 半 环 是 环 的 推广 . 在 半 环 S 中 , 零 元 和 勾 元 未 必 存 在 , 但 是 如 果 存 在 , 则 必 
唯一 . 
另外 , 在 半 环 S 中 , 由 于 (5, 十), (5,:) 都 是 半 群 , 故 va c S, vn e Nt, 规定 


na=a+a+:--+a, a"-—aa-.-.a. 
—Ó— 


Bj 1.5.1 X N 是 非 负 整数 集合 , N 关于 普通 加 法 和 普通 乘法 作成 半 环 , 并 且 
0, 1 分 别 是 零 元 和 么 元 . 

例 1.5.2 H S 是 半 环 , BUS 中 的 0n? 个 元 素 ai;(i,j = 1,2,… ,n) 组 成 一 个 n 
级 方 阵 


Qil Q12 Aln 

21 022 an 
A= . 

Ani Qn2 i Ann 


以 上 ”级 方 阵 的 全 体 记 为 MaS), 它 关 于 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 运算 作成 半 环 , 称 之 为 半 
环 S 上 的 n 级 矩阵 环 , WA Mn(5). 如 果 S 是 加 法 交换 半 环 , 则 MaS) 也 是 加 法 交 
RER. 如 果 0, 1 分 别 是 $ 中 的 零 元 和 公元 , M 


0 0 - 0 1 0 
0 0 ... 0 0 1 ... 
O = © . Q E= e. 


分 别 是 M,(S) "PRUSETURILA 7c. 
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例 1.5.3 5,5, 都 是 半 环 , 将 
Sı x S2 = ((z1,22)|x1 € S1, £2 € S2] 
叫做 S, 与 5 的 乘积 , 规定 
(21,22) + (Yi1,Y2) = (21 yi 22 + y2), 


(z1,22) (y1, Y2) = (Z171 2292), 


则 S, x S9 也 是 半 环 , 并 且 当 51,5 DATH, S x S; 也 可 换 . 24 0,,05 分 别 是 
Si, S2 的 零 元 时 , 0 = (01,02) 是 S, x S5 的 零 元 . 75 11,12 分 别 是 S, S。 ZIERT, 
1= (ln 12) Æ $1 x 52 的 么 元 . 

由 定理 1.2.11 知 , 加 法 交换 半 环 S 是 环 e va,b eS, a+r=b E S KAR. 更 
进一步 , 有 如 下 定理 : 

定理 1.5.1 FZT 1 的 半 环 是 环 Ya, bE 5,a 二 z= 二 0,y+a=b 在 5S 内 有 和 解 . 

证 明 WMR vVabesS,arcz-bycra-bíts AAH, 则 由 定理 1.2.11 At, 
(S,4-) 是 群 . 设 1 是 S 的 么 元 , 则 


(a 4- b) — (bd- a) — 1(a -- b) — 1(b 4- a) 2 1a +1b+ (-1)b -- (-1)a 
= la + (1 — 1)b + (—1)a = 1a + 0b + (21)a 
= (1 + (-1))a = 0a = 0, 


SK arb — 5-4 a, 从 而 (S, -) 是 加 群 , 即 (9,4, ) 是 环 . 
反 过 来 , WR S 是 含 么 元 1 的 环 , HA b—ad&acz—b,yca-btff. 证 毕 
定义 1.5.0 WT EFI S 的 非 空子 集 , dnd TOT OS 的 加 法 和 乘法 也 作成 半 
XR, 则 称 了 为 S 的 子 半 环 . 
显然 ,了 是 5 的 子 半 环 ova, beT, H a+b abet. 


1.5.2 ” 半 环 的 理想 


定义 1.5.3 WV I RCEÉXR S 的 非 空 子 集 , 如 果 

(1)Ya,bEI 有 a+tbel; 

(2) Vs € S, Va,b € I A sa € I(as € I,asb € I), 
则 称 了 为 S 的 左 理想 ( 右 理想 、 双 理想 ). 如 果 工 既 是 左 理 想 又 是 右 理想 , 则 称 1 为 5 
的 理想 . 显然 , 半 环 5 的 理想 一 定 是 双 理想 , 但 双 理 想 未 必 是 理想 . 

显然 , I 是 5 的 理想 当 且 仅 当 I 既是 半 群 (5,-) 的 子 半 群 ,又 是 半 群 (5,.) 的 
理想 . 
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例 1.5.4 X S 是 非 负 实数 集 ， Ma(S) 关于 加 法 和 乘法 作成 半 环 , 取 M2(5) 的 


非 空子 集 
iln p Jena es}, 
Q2 0 
任 取 A — (2 SF B=) Jer (228 ) ems) m 
az 0 b 0 221, T22 


AXB- a1 0 X11 X12 bi 0 E 2121151 + a3212655 0 € I, 
a 0 T21 T22 b; 0 a2711D1 十 211209 0 


故 工 是 M2(S) 的 双 理 想 , 也 可 验证 了 是 左 理想 , 但 是 , 由 于 


AX= ( aiii Q1T12 ) ， 
C2711 02112 

故 了 不 是 右 理想 , 从 而 I 不 是 理想 . 

另外 , 半 环 S 的 理想 一 定 是 子 环 , 但 子 环 未 必 是 理想 . 

例 1.5.5 取 Q* 为 正 有 理 数 集合 , Q+ 关于 普通 加 法 和 普通 乘法 作成 半 环 . EX 
N 为 正 整 数 集合 , BA, N 是 Q* 的 子 环 , 但 是 , N 显然 不 是 Q^ 的 理想 . 

定义 1.5.4 I RFH S 的 理想 , WIS vabe S, B a--beIlHaeln E 
fà b e I, WERI 2g S 的 正规 理想 . 

显然 , 环 R 中 的 任 一 理想 都 是 半 环 R 上 的 正规 理想 . 因为 在 环 RH, Ya,b e R, 
J-acR H a+ (~a)=0, Wha+belI HacIb=—a+a+bel. 

B) 1.5.6 K S 为 非 负 整数 集 , S 关于 数 的 普通 加 法 和 普通 乘法 作成 半 环 , m 为 
一 个 固定 非 负 整 数 . 令 

T= (km|k € S), 

则 了 是 5 的 正规 理想 . 

定理 1.5.2 Wt S 是 半 环 , 任 取 S 的 一 族 理 想 ( 左 理 想 、 右 理想 、 双 理想 ){Ik|k € 
EK} 其 中 为 指标 集 ). 

(1) 如 果 Ik, k e K 两 两 可 比较 , 则 M. I 是 S 的 理想 ; 

(2) 如 果 ui I x e, W ui 1, 是 5 的 理想 

证 明 GHI- Y, L TA, I € Ø. Va,b € I, Mj 3k, k € K, 使 得 a € Ip, 
b € In- 由 于 hy TER, 不 妨 取 Ie C Ds, 则 a,b E Jen, dH 是 S RIAR, 故 


a+bE€ lk CI. YzesS, HT ael, raare Ir CI, 故 了 是 9 的 理想 . 
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(2) 设 了 = ui I 4 Ø, Va,b € J, Wl] vk e K É a,b € I, 4H I, Æ S BAR, 故 


a+be 有 .由 的 任意 性 知 a bc J Vx € S, BT. Vk € K,aeh, 故 va,ar € Ip, 
从 而 za,ax € J, 1 J Æ S 的 理想 . 证 毕 
EX 1.5.5 设 4 是 半 环 5 的 非 空 子 集 , 把 所 有 包含 4 的 理想 之 交 叫 做 由 4 生 
成 的 理想 , WA (4). WR 4 = (a), 则 称 之 为 由 a 生成 的 主 理想 , WA (a). 
定理 1.5.3 B S 是 含 堆 元 的 半 环 , ae S, 则 a 生成 的 主 理想 为 


(a) 一 [x (nia + zia + ay; + u;avi) 


i=1 


.Ti Yis Ui Vi € S,ni € N, 
i = 1,2,- „m,m e N+ 


特别 地 , 34 S 含 么 元 时 ， 


= [Suan lui vi € S, m € N* } 
ic 
= S 可 换 时 ， 

(a) = (na + sajn € N,se S; 


24 S AE Z UI RARE, 
(a) = {sals € S}. 

证 明 “与 定理 14.8 类 似 . 证 毕 
1.5.3 ” 半 环 的 同 余 、 同 态 和 同 构 

以 下 讨论 的 半 环 指 含 零 元 的 加 法 交换 半 环 . 

EX 1.5.6 R A 是 非 空 集 合 , 将 A x A 中 的 非 空子 集 n 叫做 4 上 的 关系 . 如 
果 (a,b) € R, 则 称 a, b 有 关系 R, WA aRb. 如 果 关 系 RR 满足 

(1) RATE: va € A, 则 aRa; 

(2) 对 称 性 : 如 果 aRb, 则 bRo; 

(3) 传递 性 : 如 果 aRb,bRe, Wi] aRc, 
FR RA 上 的 等 价 关系 . 


定义 1.5.7 WE S 是 半 环 , R 是 S$ 上 的 等 价 关系 . 如 果 R 是 积 半 环 Sx S IT 
半 环 , 即 由 zRy, uRv 可 以 推出 


(z-u)R(y- v), (zu)R(yv), 


则 称 RÀ S 上 的 同 余 关系 , 简称 ROM S 上 的 同 余 . 
例 1.5.7 BSAF, N Sx 5,4={(z,z)lz € S} 都 是 9 上 的 同 余 . 
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定理 1.5.4 WE S 是 含 零 元 的 加 法 交换 半 环 ,了 是 5 的 理想 , 令 
R= {(z, 人 ace 使 得 zc+a=y 十 ozyES}， 


则 五 是 5 上 的 同 余 , 称 之 为 由 理想 I ERBER. 
反 过 来 , 设 R 是 5$ 上 的 同 余 , 令 


I= {a€ S|(a,0) e R}, 


U Æ R 的 理想 , 称 I 29d RR 生成 的 理想 . 
证 了 明 ”容易 验证 , RÆ S 上 的 等 价 关系 . WE zRy,uRv, BU 3o,b € I, 使 得 


z+a=y+a, uctb-v-cb, 
则 
(z +u) + (ab) —-(ytv)*(atb) atbel, 
从 而 (z --u)R(y-^- v). XH zca-ycraf 


rud-au-yu-dcau, aucl, 


故 (zu) R(yu). 

H u+tb=v+b 4 

yu + yb =yv+yb, ybEl, 

故 (yu) R(yv), 从 而 (zu) R(yv), 所 以 R Æ S 上 的 同 余 . 

RIK, W R Æ SHAR, I-(acSl|aRO). HF 0c, & Iz eva bel, 
BI aRO, bRO, 则 (a J- b) RO, 从 而 a 十 bE I. 另外 ,yz € S, x Rz, 故 (xa) RO, (az) RO, BẸ 
za az € I, Wi I dé S 的 理想 . 证 毕 

设 REFI S 的 同 余 , Vacs, 令 


ü—íreS|rHa), S/R-—íi(aj|ae S), 


于 是 S/R 是 S 是 一 个 分 类 . 规定 


a+b=a+b, à.b-a 


先 说 明 这 两 种 运算 良好 的 . 
V a-a,b-/, Wi 
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由 aRa', bRb' 可 得 (a -- b) R(a/ -- b), S a-- 6 — a! +b. 同 理 可 得 ab — a! V, 故 以 上 +, 
-Æ S/R 上 的 二 元 运算 . 
vā, b ce S/R 有 
(a--b) ce — (ab) -e—ad- (b4- c) — à 4 (b c), 
(ab)c = (ab)c = a(bc) = a(bc), 
a(b +T) = a(b + c) = ab + ac = ab + c, 
(b 4- c)à = (b + c)a = ba + ca = ba + ea, 


故 (S/R, +, ) 是 半 环 . 证 毕 
定义 1.5.8 R REFI SHAR, 在 S/R 中 规定 


a+b=a+b, ab= ab. 


将 半 环 (S/R, +, ) 叫做 5 关于 同 余 R 的 商 半 环 . 

设 了 是 半 环 S 的 理想 , R 是 由 了 生成 的 同 余 , 将 5 关于 RO 的 商 半 环 S/R 也 叫 
做 5 关于 理想 I 的 商 半 环 , 记 为 S/I. 

定义 1.5.9 R 3,5 都 是 半 环 , f 是 $ 到 5 的 映射 . 如 果 va, bes E 


f(a-- b) — f(a) - f(b), flab)= f(a)f(b) 


则 称 fs s 到 5 的 同 态 映 射 . 如果 存在 S 到 S 的 同 态 满 射 , 则 称 5 与 5 Rd, 
为 95~5. 将 3 到 5 的 同 态 双 射 叫做 S 到 5 的 同 构 . 如 果 存 在 5 到 5 的 同 构 映 射 ， 
则 称 S 与 S 同 构 , 记 为 9s 兰 5. 

定理 1.5.5 — WE (3 +,) ~ (3, 上 +, 小 上 是 同 态 满 射 , 当 S 有 零 元 0 时 , 5 也 有 零 
元 5= f(0. 当 S 用 元 1 时 , 5 也 有 么 元 1 = fA). 

证 明 — 0,1 分 别 为 半 环 S HEMKE, Ò= f(0), 1 = f(1). vae 8, 由 于 
是 同 态 满 射 , 故 de e S, 使 得 a — fla), 故 有 


5+5= f(0)-- f(a) = (0 + a) = f(a) à, 


à 0— f(a) + f(0) = f(a +0) = f(a) =ā 
0à = f(0)f(a) = f(0a) = f(0) — 0, 
a0 = f(a)f(0) = f(a0) = f(0) = 0, 
从 而 06 为 5 中 的 零 元 . 同 理 可 证 , i = f(1) 是 5 中 的 么 元 . 证 毕 
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设 f 是 半 环 5 到 5 的 同 态 映射 , 令 
ker f = ((z.y)lf(z) = f(y) x,y € S}, 
显然 , ker f dé S 上 的 等 价 关 系 . 设 (zi gi). (12, y2) € ker f, BE 
f(zi)9 fü) f(z2) = f(y2), 
则 
f(zxi 223) = f(z1) + zz) = fn) + f(y) = fn + ya) 
从 而 
(zi + 22,91 + y2) € ker f, 
f(ziz2) = f(zxi)f(z2) = f(vi) f (y2) = fna), 
从 而 (zizo,yiu2) € ker f, W ker f Æ S 上 的 同 余 . ure 
定义 1.5.40 R f 是 半 环 5 到 3 的 同 态 映射 , 将 
ker f 一 {(z, y) |f (2) 一 fly) TY € Sj 


叫做 f 的 核 . 

以 上 讨论 说 明 , krf 是 S 上 的 同 余 ， BA, f 为 单 射 ker f = 0, 了 为 满 射 
e f(S) = S. 

定理 1.5.6 3x R ER SWAR, s-s/R,3tH 


mT:S— S/R, xc 


Æ S 到 S/R 的 同 态 满 射 , 称 r 为 S 到 5S/R 的 自然 同 态 . 
WEB] 7 RRE SEJ S/R 的 满 射 . vr, yE S, r(z) — z, n(y) 二 5 改 


"T(r-cy)-rcty-Zz-y-m(z)4n(y). 


(XY) = vy = zy = v(x)n(y), 
故 r 为 95 到 53/R 的 同 态 满 射 . 证 毕 
定理 1.5.7 Ut f 是 半 环 3 到 5 的 同 态 满 射 , KC = ker f, 则 存在 唯一 的 S/K 到 
5 的 同 构 上 映射 o, 使 得 f = vn. 
WEBB 设 p: S/K — S, z f(r) VàgcS/K, 由 于 


T =7 & (x,y) € ker f & f(r) = f(y), 
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B o 为 单 射 . 
vz c 5, 由 于 /为 满 射 , 故 存在 x e S, 使 得 f(x) = z, 从 而 


Y(T) = f(x), 
其 中 ze S/K, i f ARÄ. Yz, yE S/K, 8 r(z)=7z, m(y)-y, W 
e(z +y) = p(x +y) = f(a +y) = f(z) + f(y) = gT) + ey), 


e(z y) = e(xy) = f(zy) = f(z)f(v) = pE), 


N p 是 S/K 到 3 的 同 构 映 射 . 显然 , er = f. 
如 果 还 有 S/K 到 S 的 同 构 上 映射 o 也 使 得 or = f, Wi vz eE S/K 有 


$(z) = é(n(z)) = f(x) = e(n(z)) = p(T), 
HW o. 


证 毕 


第 2 章 BCI- 代数 的 一 般 理 论 


1966 年 , 日 本 数学 家 K. Iséki I Y. Imai 以 逻辑 运算 和 集合 的 差 运算 为 背景 , 相继 
引入 了 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 , 曾 引 起 了 国内 外 数学 工作 者 的 极 大 兴趣 , 仅 在 我 国 已 
发 表 的 相关 论文 就 达 400 余 篇 . 由 于 它们 是 十 分 广泛 的 逻辑 代数 , 所 以 也 得 到 数理 逻 
辑 方 面 研究 者 的 重视 . 本 章 介绍 BCI- 代 数 的 一 般 理论 , 包括 BCI- 代 数 的 概念 和 性 质 ， 
BCK- 代 数 的 概念 和 性 质 , BCI- 代 数 中 元 素 的 阶 , BCI- 代数 的 理想 、 商 代数 、BCL- 同 
态 和 BCI- 同 构 , 还 介绍 BCI- 代 数 与 偏 序 集 之 间 的 关系 . 


2.1 BCI- 代 数 的 概念 和 基本 性 质 


2.1.1 概念 


在 集合 论 中 有 三 种 常见 的 运算 : 并 、 交 、 差 . 这 里 同时 考虑 这 三 种 运算 , 并 把 它 
们 的 特性 一 般 化 , 从 而 产生 了 Boole 代数 ; 同时 考虑 并 和 交 这 两 种 运算 , 并 把 它们 的 
特性 一 般 化 , 从 而 产生 了 格 论 . 如 果 只 考虑 并 或 交 一 种 运算 , 便 是 常见 的 结合 代数 . 但 
是 , 如 果 只 考虑 差 运 算 , 就 不 是 传统 的 结合 代数 了 , 下 面 分 析 这 种 代数 结构 的 特征 . 

取 非 空 集 X WRR P(X), 容易 验证 其 上 的 差 运算 有 以 下 基本 公式 ; 

(1) (A- B) -(A- C) CC- B; 

(2 A-(A- B)C B; 

(3 AC A; 

(4à)ACB,BCA- A- B. 

再 看 命题 演算 . 用 p,q,7 表示 任意 命题 “一 ”表示 AR, = RR R, 
表示 “并 且 ”,“ 一 ”作为 命题 之 间 的 一 种 运算 , 有 以 下 基本 公式 ， 

(1) [p 4) > (por) ^ (r = q); 

(2) [p > (p > 4)] og 

(3) p > p; 

(4) (p=) ^ (4> p)>p=q. 

虽然 集合 的 差 运 算 与 命题 的 蕴涵 运算 是 截然 不 同 的 两 个 概念 , 但 是 由 以 上 分 析 可 
见 , 它们 的 运算 特性 十 分 相似 . 因此 , 有 必要 从 它们 的 共同 特性 出 发 , 建立 一 种 新 的 代 
数 结构 . 

1966 Æ, 由 日 本 数学 家 K. Iséki 和 Y. Imai 引入 了 以 下 概念 : 
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定义 24.1 È X 是 带 二 元 运算 “x” 及 一 个 常 元 0 的 集合 , WR vz,y,z €X, 


满足 
(1) ((x * y) » (x x z)) * (z * y) = 0; (2.1.1) 
(2) (æ * (£ * y)) * y = 0; (2.1.2) 
(3) x * x = 0; (2.1.3) 
()z*y—-0Hy*sz20— zy (2.1.4) 


则 称 x 为 一 个 BCI- 代 数 , 记 为 (X,*,0). 在 不 致 混淆 时 , 也 记 为 X. 如 果 一 个 BCI- 代 
BOX 还 满足 

(5) 0*z — 0, (2.1.5) 
则 称 X 为 BCK- 代数. dE BCK 的 BCI- 代 数 称 为 真 BCI- 代 数 . 

下 面 给 出 几 个 BCI- 代 数 的 例子 . 

例 2.1.1 在 非 空 集 X HRR P(X) F, 取 和 集合 的 差 运算 , 空 集 o 为 P(X) 中 
的 常 元 . 由 于 ACBeA-Bc- g%, 则 由 前 面 关 于 差 运 算 的 基本 公式 得 

(1) ((4—B)-(4-0))-(C-B)=%; 

(2) (A - (A - B)) - B = 2; 

(3A-A-29; 

(4 A-B—-9,B-A—9- A- B, 
故 (P(X) ,一 ,@) 是 BCI- 代 数 . 

B] 2.1.2 UN 为 非 负 整数 集合 , 规定 x «y = max (0, — y}. 

(1) 如 果 z < y, WA 


((z* y) * (zz) * (z * y) = (0x (x * z)) * (z * y) = 0; 
WÈ y <z <z, W z- y< z-y, ATE 
((£ * y) * (x * z)) * (z * y) = ((x — y) * 0) » (z = y) = (z — y) * (z — y) = 0; 
如 果 y < zx,z <y, WA 
((Z * y) * (£ * z)) * (z x y) -((z-y*(z—-2)*0-0*0—0; 
如 果 y <z < z, 则 有 
((x * y) * (x * z)) » (zx y) = ((z — y) * (£ — 2)) » (z = y) = (z — y) » (z — y) =0, 


故 定义 2.1.1 中 的 条 件 (1) 成 立 . 
(2) 如 果 z < y, 则 


(r*(r*y)*y-(z*0)*y—z*y-—0; 


21 BCI- 代 数 的 概念 和 基本 性 质 - 35. 


如 果 y < z, 则 
(r*(z*y)*y-(r*(r-y)*y-y*y-0, 
故 定义 2.1.1 中 的 条 件 (2) 成 立 . 
(3) 显然 , zx*z = 0. 
(4)z*y-0erzy Hir*y-—-O,y*zr—-0emr-y 
由 此 可 见 , (N,*,0) 是 BCI- 代 数 . 
例 2.1.3 设 G 是 以 e 为 单位 元 的 交换 群 , va,be G, 规定 a b = ab-*, MA 


((a b) » (a * )) * (e b) = ( (ab™?) (ac) ) (co 
= ab^ !ca^!bc^! = e, 
(a * (a x b)) * b = a(ab-!) ^ b7! = aba 5^! = e, 
a*a =al =e, 
a*b=bxa= e ab ! = ba™! —e«a— b, 
故 (G, x, e) 是 BCI- 代 数 . 
例 2.1.4 it X = {0,1,2,3}, 运算 “x” 规定 为 


可 以 验证 , (X,*,0) 是 BCI- 代数. 
下 面 讨 论 BCI- 代 数 的 等 价 定义 . 
设 x 是 BCI- 代 数 , 由 式 (2.1.2) 知 


(z* (z*0)*0—90, 
再 由 式 (2.1.3), (2.1.1) 得 
O x (x (z  0)) = ((x » (2: 0)) * 0) * (x * (x 0) 
((x (m 0)) * (x * £)) * (x x (z »0)) =0, 


Rp 
0 * (x * (x x 0)) = 0. 


由 式 (2.1.4) 得 
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rz*(z*0)=0. 
又 由 式 (2.1.2) 知 


(zx*0)*z-—(r*(rxz)s*z-0, 
故 得 
rz*0-zm. (2.1.6) 
反 过 来 , WER (2.1.1), (2.1.4), (2.1.6) 都 成 立 , M) 


(z(r*y)*y- (x*0)*(z*y))*(y*0)—0, 


zkz—(r«z)*0-((rx*0)*(r*0)*(0x0)—0, 


BB (2.1.2), (2.1.3) RL, 从 而 得 到 如 下 BCI- 代 数 的 等 价 定义 : 

定义 2.1.2 REE X 上 有 二 元 运算 “x” 及 常 元 0, WR vz,y,zE 久 有 

(1) ((£ * y)» (T * 2z)) * (z*y) = 0; 

(2) z *0 = z; 

(32*y-20Hy*z202zr-y 
则 称 X 为 一 个 BCI- 代 数 , 记 为 (X, «,0), 简 记 为 X. 

定义 2.1.8. X Y Æ BCI(BCK)-AC X 的 非 空子 集 , WR Y 关于 运算 “x” 封 
闭 , 则 称 Y 为 X 的 子 代 数 . 

显然 , BCI(BCK)- 代 数 的 子 代数 仍 为 BCI(BCK)- 代 数 . 

定理 2.1.1 设 (X,x,0) 是 BCI- 代 数 , $ 


rXyecz*y-0, (2.1.7) 


则 “<” 是 X 上 的 偏 序 , 即 (X, <) 是 偏 序 集 , 2E H. 0 为 该 偏 序 的 极 小 元 . 

WEBB ER x,y,zE XX. 

首先 , z*z = 0, 故 xz < zx, 即 反 身 性 成 立 . 

其 次 , 如 果 r< yy <z, Bl z«y-—0,ysz—0, WH (2.1.4) 知 z — y, 即 反对 称 
性 成 立 . 

最 后 , WR z <y,y <<z, 即 zxy = o0, yz = 0, MER (2.1.6), (2.1.1) 得 


z*z—((z*2)*0)*0— ((x * z) * (x *y)) x (y*z)=0, 


Bl x xz, 从 而 传递 性 成 立 , 故 “< 和 ”是 X 上 的 偏 序 . 
设 z 和 0, 则 z=z*0=0, 故 0 为 该 偏 序 的 极 小 元 . 证 毕 
把 偏 序 “<” 叫做 BCI- 代 数 X 的 自然 偏 序 . 


2.4. BCL 代数 的 概念 和 基本 性 质 


式 (2.1.1)~(2.1.4) 可 以 改写 为 


(r*y)*(rez)&z*y, 
r*(r*y)&y 
z «a, 


rXKyy&cr-mr-y. 


2.1.2 ”基本 性 质 


定理 2.1.2 ” 设 (zx,*,0) 是 BCI- 代 数 , Vr, y 2 € X Ez « y, WA 


Z*ySz*r, r*z&ys*z. 
证 明 由 于 z<y, 即 z*y ==0, 则 有 


(z*y)*(z*z)—((z*y)*(z*z))*(r*y)-—0, 


即 得 
Z*yt&zzzx*i£. 
由 于 
(r*z)*(y*z)-—((x*z)*0)*(yxz) 
= ((r*z)*(z*y)s*(y*2)-0, 
故 得 


I*zXy*z. 
定理 2.1.3 dE BCI- 代 数 X 中 , vy, z e X, WA 
(r«y)*z-— (£ * z) *Y. 


证 明 ”由 式 (2.1.2) 知 


r*(r*z)&zz, 


再 由 式 (2.1.8), (2.1.1) 得 


(z*y)*z < (x xy)» (x x (xx z)) < (x xz) *y, 


即 

(x*y)*zsx(zzsz)wy. 
将 y,z 互 换 得 

(r*z)«ys&(r*y)*z, 
故 


(z*y)*z-—(r*z)*y. 


(2.1.17) 
(2.1.2^) 
(2.1.3/) 
(2.147) 


(2.1.8) 


证 毕 


(2.1.9) 


证 毕 
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由 定理 2.1.3 可 直接 得 到 如 下 推论 : 

推论 2.1.1 在 BCI- 代 数 X P, vr yz e X, WA 

(1z*yz-c*z&zy (2.1.10) 
(2) (x * z) * (y * z) S £ *y. (2.1.11) 
定理 2.1.4 É BCI- 代 数 X 中 , Vz,y,z e X, WA 

(1) z*(zr*s(x*y)—rs*y (2.1.12) 
(2) O * (zy) = (0 * x) x (0 * y). (2.1.13) 


证 明 (1) 由 式 (2.1.1), (2.1.2) 得 
(c*y)*(r*(z«(z*y))&(z*(z*y)*y-0, 
但 0 是 X 中 的 极 小 元 , 故 
(xo y) * (x (x * (zy) = 0. 


又 由 式 (2.1.2) 知 
(x x (x * (x x y))) * (z* y) = 0, 
从 而 


z*(r*(r*y)-cmsy. 


(2) 由 式 (2.1.9), (2.1.3) 得 


(0 z) « (0 *y) = (((x * y) » (x + y)) a) (0 * y) 
= (((x x £) * y) » (£ * y)) * (0 * y) 
= ((0 * y) x (0 = y)) *(z*y) 
= 0x (z xy). 证 毕 


定义 2.1.4 i X Æ BORK, n JERS, Vry € X, 规定 
ox y? 一 2) 


z*y"—(.-((r*y)*y)*--)*y. 
—M————M 


nix 
定理 2.1.5 Vt X 是 BCI- 代 数 , m, n 为 任意 正 整数 , Voy ze XH 
(1) (x xy”) « 27^ = (x z7) «y^; (2.1.14) 
(2) 0 * (0 zx") = 0 (0 * £)”; (2.1.15) 


(3) 0 + (x x y)” = (0 x") * (0 * y”); (2.1.16) 
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(4) (0 z"*) « (0 z^) 20*2z"7" (mèn); (2.1.17) 
(5) 0 x (0 * z^)" = 0x (0 x77): (2.1.18) 
(6) z * (x * (z * y)" =z * y”. (2.1.19) 


WERH (1) 24 m — 1 HT, ER (2.1.9) 得 


Guy) z= (eg) y) 
—(Cemuy)ue)sz)*y 
=- = (zxz) ky”. 

假设 对 m-1, 有 


(xx y")wz"77 = (rt zm-l) * y", 


则 


(rey) «2 = (aug) ez) «zo (nez) ny") 
= ((rxz" 1) x z) x y” 
= (rz*z")wy". 


(2) 由 式 (2.1.13) 知 


Ox (0* z^) = 0 ((0* x^^!) «a) 
= (0 x (0 * z^71)) x (0 x) 
=. m—0s*(0sz)". 


(3) 34 n 2 1 BJ, 即 为 式 (2.1.13). 假设 对 n — 1 命题 成 立 , HI 
O x (zy)! = (0 z^) x (0 y"71), 


则 由 式 (2.1.13), (2.1.14), (2.1.9), (2.1.16) 得 


O x (x * y)” = (Ox (x * y)) x (TY 
(Ox x) * (0 y)) * (z =y) 
(0 * z) * (x « y)" 1) » (0 * y) 


( 
( 
( 
= ((0 * (£ * y) 71) x az) « (0 * y) 
( 
( 
( 


((0 x 2^7) x (0 y^71)) + £) « (0 y) 
((0 * 2777) az) (05 y)" 71) (0 y) 
(O æ z^) x (0 y)^7 1) x (0 y) 
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= (0*2") æ (O x y)^ = (0* (0«y)") * z^ 
= (0 x (0 * y”)) * x^ = (0 * z?) « (0 * y”). 


(4) 由 式 (12.1.14) 得 


(0&2) x (0&2) = (0 = 2?) « 77") «(0 7") 
-( 


(0 z^) x (0: 2)) x a 7^ = 0 g”, 
(5) 34 m — 1 时 , BARZ. 假设 对 m — 1 命题 成 立 , BB 
O * (0 27) = 0 x (0 x zn 97), 
则 由 式 (2.1.15), (2.1.12) 得 


0 * (0 z")"* = (0x (0» z")) x (Ox z”)! 
= (0 (0x z)") x (0* z")m-! 
= (O + (0x g^yn-1) * (0x x)” 
= (0 x (0 * zm DR)) « (0 « x)” 
= 0 x (0 x r)” = 0« (0 x z”). 


(6) 24 n = 1 Bf, 即 为 式 (2.1.12). 假设 对 n — 1 命题 成 立 , BD 


1 


kj 


m*(r*(r*y)" = g w y” 


则 


zo (r*(x*y)" = (LT 4Yy 1)» (zx (xy) 


n—1 


—(z*(r*(r*y)*y 
= (TV =, 证 毕 


2.1.3 自然 偏 序 的 极 小 元 和 分 支 


由 定理 2.1.1 知 , 在 BCI- 代 数 X 中 , “<” 是 X 的 偏 序 . 设 a 是 X 中 的 元 素 , 对 
任意 rc X, WEH z < a 可 推出 x = a, WE a 为 X 的 极 小 元 . 

下 面 讨论 极 小 元 的 性 质 . 

定理 2.1.6 ”在 BCI- 代 数 X F, 以 下 命题 等 价 : 

(1) a X X PRIRIDI; 

(2) 0 « (0 xa) =a; 
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(3) 存在 x c X, 使 得 a —0»z. 
WA — (1)25(2) ER (2.1.27) 得 


0x(0xa)xa, 


但 a 为 极 小 元 , 故 Ox (0 a) =a. 
(222(3 Hà 220a, 显然 , ac = 0*z. 
(3)2(1) 设 a=0rz 且 yy 和 oa 即 yxa=0, 则 有 


&*y-(0xr)*y-—((y*a)*«z)*y 
= (uy) ez)*a- (0*2)«a a*a 0, 


W a « y, AM y =a, Bl a 为 极 小 元 . 证 毕 
推论 2.1.2 ”BCI- 代 数 X 的 全 体 极 小 元 之 集 记 为 LX), 则 


L(X) = (0«z|re X). 


推论 2.1.3 YE BCI X 中 , ve e X, 存在 极 小 元 a, 使 得 a < zx. 
证 明 Ha —0*(0*x), 由 定理 2.1.6 All, a 为 极 小 元 , 并 且 显 然 


a=0*(0*z) <z. 证 毕 


定义 2.1.5 ”在 BCI 代数 X 中 , 如 果 0 < r, 则 称 z 为 X 中 的 正 元 , 把 正 元 之 

集 
(reXIoxz) 

叫做 X 的 BCK- 部 分 , i1 KP(X). 

显然 , 0 € KP(X) H z e KP(X) &0»z- 0. 

定理 2.1.7. 设 多 是 BCI 代数 , 则 KP(X) 对 运算 “*>” 封闭 , 从 而 KP(X) Æ X 
的 子 代数 , 并 且 (KP(X),*,0) 是 BCK- 代 数 . 

WEA Vx,y € KP(X) 有 0*zx 一 0*y 二 0. EX (2.1.13) 得 


Ox(z*y)-—(0*z)«(0*y)-0*0-0, 


A KP(X) 对 运算 * 封闭 . 又 由 于 0xx = 0, 故 (KP(X),*,0) 是 BCK- 人 代数. 证 毕 
重 杰 和 辛 小 龙 把 BCI- 部 分 推广 成 如 下 更 一 般 的 概念 : 
定义 2.1.6 Wb xo XX RDT, 把 集合 


Y(zo) = {z € X [zo € z} 
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叫做 X 关于 zo 的 分 支 . 
显然 , V (0) = KP(X). 
定理 2.1.8 ”在 BCI- 代 数 X 中 , x,y 属于 同一 分 支 r *y € KP(X). 
证 明 — Vz,y € V(zo), 由 于 zo 为 极 小 元 , W zo € z, zo « y, BU 
To * £T = Yo * Y =Q, 
则 
0* (z x y) = (0 * z) * (0 * y) 
= ((xo * £o) * z) * ((xo* zo) * y) 
= ((xo* £) * zo) * ((xo * y) * zo) 


= (0 * zo) * (0 * zo) — 0, 


X r*ycKP(X). 
反 过 来 , 如 果 ry € KP(X), m 
O* (x y) = (0: z) « (0: y) —0, 
BU 0xz<<0xy, 但 0*y Jhon, S 0*x—0xy. 
HX zo = 0 (0 z), 则 由 定理 2.1.6 知 , zo 为 极 小 元 , 并 且 由 zo — 0 (0*2) & x 
知 z € V (zo), 但 由 
zo*y— (0s (0*2) x y = (0 y) * (042) =0 


得 xo « y, BI y € V(zo), W z, y 属于 同一 分 支 V (xo). 证 毕 
定理 2.1.9 ” BCI- 代数 X 中 的 每 个 元 素 属于 且 只 属于 一 个 分 支 . 
WEA ”Vz c X, BE zo — 0 (0 z), W zo 为 极 小 元 , 并 且 zo <z, Bl x € V (zo). 
如 果 还 存在 极 小 元 yo € X, 使 得 x € V (yo), Bl yo <z, 则 由 式 (2.1.8) 得 


Oxz «Ü*yo. 


但 
(0 * yo) * (0O*72)=0x*(yo*7z)=0*0= 0, 
AX Oz = O * yo. 
同 理 , 由 xo 也 为 极 小 元 , ER ze Voo, 则 得 Ox x = 0 * xo, 从 而 


0 * zo = 0 * yo, 


Ox (0 * zo) = 0* (0 * yo). 
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由 于 zo, yo 为 极 小 元 , 所 以 由 定理 2.1.6 得 ro = yo, 从 而 Cro = Cpo. 证 毕 
推论 2.1.4 BCRA: X. 的 所 有 极 小 元 的 分 支 组 成 了 X 的 一 个 分 类 . 
推论 2.1.5 ” BCI- 代数 X 的 两 个 不 同 极 小 元 的 分 支 不 交 . 
推论 2.1.6 Ut KP(X) 为 X 的 BCK- 部 分 , 规定 


rT~YSOT*Yy EKP(X), 


则 “~” 为 X 上 的 等 价 关 系 . 
证 明 ”由 于 所 有 分 支 是 X 的 一 个 分 类 , 于 是 该 分 类 决定 的 等 价 关系 为 rye 
v,y 属于 同一 类 , 但 由 定理 2.1.8 知 , zx,y 属于 同一 类 会 zxy E KP(X). 证 毕 


2.2 BCK- 代 数 及 其 偏 序 


定义 2.1.1 表明 , 满足 0*z = 0(Yz € X) 的 BCI- 代 数 即 为 BCK- 代 数 , 本 节 讨 论 
BCK- 代 数 的 基本 性 质 . 
2.2.1 ”BCK- 代 数 的 基本 性 质 


首先 , 讨论 BCK- 代 数 的 等 价 定义 . 
设 (X,*,0) 是 BCK- 代 数 , Vz,y € X, 则 0*y= 0. 再 由 (2.1.6) 得 


Zxk(0*+xz) 一 Zrxrk0 一 2 
即 
z» (0*y)=z. (2.2.1) 


反 过 来 , 如 果 代 数 (X, 0) 满足 (2.1.1), (2.1.4), (2.2.1), 则 有 


0*x2 一 (0*Z)*(0*Z) 
=((0*Z)rx(0*0))*(0*z) 一 0， 
进而 得 
x * 0 = g * (0x g) = z. 

由 定义 2.1.2 知 , X 是 BCI- 代 数 . 又 由 于 0*x = 0, 故 X 是 BCK- 代数 , 从 而 可 
给 出 如 下 BCK- 代 数 的 等 价 定义 : 

定义 2.2.1 RRE x 上 有 二 元 运算 “*” 及 常 元 0, 如 果 Yz,y,z e X, 有 

(1) ((z * y) * (x x 2)) * (z * y) = 0; 

(2) z * (0 +y) = z; 

(3) rxy =0, H y*z—-0-z-y, 
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则 称 x 关于 二 元 运算 “x” 及 常 元 0 为 一 个 BCK- 代 数 . 

由 于 BCK- 代 数 是 一 类 特殊 的 BCI- 代 数 , 所 以 2.1 节 中 的 性 质 全 部 适应 于 BCK- 
代数 . 除 此 之 外 , 还 有 如 下 定理 : 

定理 2.2.1 在 BCK- 代 数 X 中, Yzy, z€ X, E 


(1) (z*«y)*z—0, B z«y&z; (2.2.2) 
(2)r*(r*y)—0er-rz*y (2.2.3) 
(322z*y2z*y^2 perky n. (2.2.4) 


证 阴 (1) (z«y)*z— (x*z)*y—0*y-—0. 

(2) 如 果 zx (zx*y)=0, 即 zzxy. XH (2-2.2) W r*y <z, Wr=rxy. 
反 过 来 , 如 果 r= z*y, 则 显然 有 z*(zrxy)=r*gr=0. 

(3) 设 ”为 任意 正 整 数 , 则 由 (2.2.2) 得 


TY gy) YE EY. 证 毕 


2.2.0» ”BCK- 代 数 的 自然 偏 序 


由 2.1 节 的 讨论 可 知 , 在 BCI- 代 数 X P, 规定 zx «y e&z«y—0, JW] *«" x 
上 的 自然 偏 序 , 并 且 0 为 该 偏 序 集中 的 极 小 元 . 在 BCK- 代 数 中 , 这 样 的 偏 序 有 什么 
特征 呢 ? 

定理 2.2.2 t X Æ BCI- 代 数 , N X 是 BCK- 代 数 e 0 为 自然 偏 序 “<* 的 最 
小 元 ， 

证 明 WẸ X 是 BCK- 代 数 , 则 由 (2.1.5) 4, Vr € X 有 0x*z=0, 即 0 入 z, 从 
而 0 为 最 小 元 . 

RIK, 如 果 0 为 最 小 元 , W yz e X,0 « z, 则 必 有 0*z=0, 即 X 是 BCK- 代 
数 . 证 毕 

定理 2.2.2 表明 , 从 偏 序 的 角度 来 看 , BCL- 代 数 与 BCK- 代数 的 区 别 在 于 :在 BCL 
代数 中 , 0 为 极 小 元 ; 而 在 BCK-- 代 数 中 , 0 为 最 小 元 . 

既然 BCK- 代数 (X, «,0) 决定 一 个 0 为 最 小 元 的 偏 序 集 , 反 过 来 , 一 个 有 最 小 元 
的 偏 序 集 能 否决 定 一 个 BCK- 代 数 ? 

定理 2.2.3 R(X, <) 是 偏 序 集 , 0 为 X 的 最 小 元 , 令 


0, T S 
T*Y= 
z, FW, 


则 (X,*,0) 是 BCK- 代 数 , 称 之 为 偏 序 集 (X, <) 的 自然 BCK- 代数 . 
证 明 首先, 由 于 0 是 最 小 元 , yz € X, 则 必 有 0 < z, 即 0*z = 0, 从 而 只 要 证 
HH (X,*,0) 是 BCI- 代 数 , 就 必 是 BCK- 代 数 . 任 取 zy z € X. 


2.2 BCK- 代 数 及 其 偏 序 .45 . 


(1) WR zx «0, 由 于 0 为 最 小 元 , 故 z = 0, 从 而 z«0—0«0— — v; WẸ rd 0, 
grx0=rzr. 总 之 , 对 VrzeX r*0-z. 
(2) 如 果 z <y, 则 zxy=0, 于 是 有 


((Z*#Y)* (ZT*2) #2*Y) —(0*(z«z))*(zwy) = 0*{(z*y) = 0. 
mR r £y, 1 x<z, M z gy, 从 而 
L*Y =T, £ *z=0, zxy =Z, 


FES 
((z*y)*(z*2)*(z*y)—(z«0)*zom*z-0. 


WUAEr£yHr£zBzsy-cr zxz=Z 则 有 
((z x y) * (x z)) x (z * y) = (x * x) » (z = y) = 0 x (z * y) = 0. 


(3) WR zx*y=yrz=0, 即 zx 和 yy 或 z=0, 并 且 y<zx 或 了 y=0. 

如 果 z < y 且 y < zx, 由 于 < 为 偏 序 , 故 z=y; 如 果 z<y 且 y=0, 由 于 0 是 最 
小 元 , 故 z =0=y; WR H O, E y< g, WE y < 0, 但 0 为 最 小 元 , 故 y=0= v; 
如 果 z=0 且 y=0, 则 显然 , z= y. 

由 定义 2.1.2 可 见 ，(X,*:0) 必 是 BCI- 代 数 , 但 由 于 0*z = 0, W (X,*,0) 是 
BCK- 代 数 , 并 且 0 为 它 的 零 元 . 证 毕 

定理 2.2.3 表明 , 每 个 有 最 小 元 的 偏 序 集 也 决定 一 个 BCK- 代 数 . 

更 进一步 地 , YE (X, <) 是 以 0 为 最 小 元 的 偏 序 集 , 它 决 定 的 BCK- 代 数 为 (X,*,0)， 
则 该 BCK- 代 数 的 自然 偏 序 是 什么 ? 

定理 2.2.4 WE (X, «) 是 以 0 为 最 小 元 的 偏 序 集 , (XC, 0) 是 它 的 自然 BCK- 代 
数 , 则 这 个 BCK- 代 数 的 自然 偏 序 正 是 “<”. 

证 明 W (X,«,0) 的 自然 偏 序 为 “<”*, 则 esy 会 zx*y = 0. BUSExy, U 
r*y 二 0, 必 有 zs’y. 反 过 来 , WR z«'y, WA zx*y = 0. BE zy y, B zy c—0, 
从 而 og y, 这 与 0 为 最 小 元 矛盾 , 从 而 x < y, 即 得 z <y e r«y. 证 毕 

定理 2.2.5 WU BCK- 代数 (X,*,0) 满足 zr(z *y)-0,Vz,y € X, 它 的 自然 偏 
序 集 是 (X, <), 则 它 的 自然 BCK- 代 数 为 (X, 0). 

WERA 设 (X,<) 的 自然 BCK- 代 数 为 (X,«,0) ,Vz,y € X, 

(1) X x< y, lll zy —0, z«'y —0. AT zy — zy. 

(2) Zi c € y, H zy sz, zy A0. BUT zs(r*y)—0, M rcrsy, 但 


(r*y)*r-—(rsr)*gy—0x*y-0, 


Hary = gz, B rxy = ry. 证 毕 
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2.2.3 IA BCK- 代 数 


BCK- 代 数 以 0 为 最 小 元 , 下 面 考虑 它 的 最 大 元 . 
定义 2.2.2 Æ BCK- 代 数 X. 中 , 如 果 存 在 1 e X, 使 得 vr c X x«i, WEK 
1 为 X 的 最 大 元 . 存在 最 大 元 的 BCK- 代 数 叫 有 界 的 , 并 记 
Nz-—lsz. 


$12.21 B X£90,(P(X),—,0) 就 是 有 界 BCK- 代 数 , 其 中 最 大 元 为 X. 
例 2.2.2 X X = {0,1,2,3}, 其 上 的 “*” 运算 为 


容易 验证 , (X,*,0) 是 BCK- 代 数 , 其 中 0, 1, 2, 3 都 不 是 上 界 , 从 而 X EER. 

WR 1 和 1 都 是 BCK- 代 数 的 最 大 元 , 则 由 1 < 1,1 «18 1 r, 从 而 有 和 界 
BCK- 代 数 的 上 界 必 唯 一 . 

定理 2.2.6” 设 1 为 有 界 BCK- 代 数 的 上 界 , vz,y e X8 

(1) N1=0, N0— 1; 

(2 NNz < x (NNz = N(Nz); 

(3) Nz» Ny S y* z; 

(4) y Sz = Nz < Ny; 

(5) (Nz) * y = (Ny) * z; 

(6) NNNz = Nr. 

证 了 明 (1) N1=1*x1=0, NO—1x0- 1. 

(2 NNr—lx(l*z)sss. 

(3 Nr«Ny-—(1*«z)*(01«y)xyxzm. 

(Üy&zrz-—ixr&lsyoNrzNy. 

(5) (Nz) «y = (1x z) * y = (1 * y) x £ = (Ny) #7. 


(69 NNNz-—1lx*(l*(l*z)) —1*z-— Na. 证 毕 
定义 2.2.3 X 是 有 界 BCK- 代 数 , > e X, 如 果 
NNT =g, 


则 称 z 为 对 合 元 . 如 果 X 中 的 每 个 元 都 是 对 合 元 , 则 称 X 为 对 合 BCK- 代数 . 
定理 2.2.7 R X 是 BCOK- 代数, vz,y € X, 则 以 下 命题 等 价 : 
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(1) X 是 对 合 的 ; 

(2) z x y = Ny * NT; 

(3) z * Ny = y * NT; 

(4) x < Ny > y<Nr. 

证 明  (1)5(2) 由 定理 2.2.6 知 

r*y-—-(NNz)*«y—Nyx*Nr. 

(2—(3 zr*Ny-(NNz)*(Ny) -(NNy)*(Nz)—y*Na. 

(32(4 E z< Ny 4$ r*Ny-0,M y* Nz—z*Ny-—0, AT y « Na. 

(42) 由 定理 2.2.6 40 NNT «zx. XA Nr < Nr Al r« NNT, I NNz — z, 
BD x 是 对 合 的 . 证 毕 
2.2.4 ”可 换 BCK- 代 数 


设 X 是 BCK- 代 数 , Yz,y e X, 规定 
TAY =y * (y * zT). 


由 于 
z^y-—y*(y*«x)&z, r^y-—y*(y*z)&y, 


a TAY 必 是 ry 的 下 界 ， 并 且 显 然 
OÜ0^r—zrz^A0-0,m^r-m, 


但 注意 一 般 地 , r^y Zy^s. 
例 2.2.3 W X = {0,1,2,3}, 运算 “x” 规定 如 下 : 


则 容易 验证 , (X,*,0) 是 BCK- 代 数 , 其 中 
1A3=3*(3*1)=3*0=3, 
3Al=1*(l*3)=1*1=0, 


B 1A3Z3AL. 
K. Iséki 引入 了 如 下 概念 ， 
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定义 2.2.4 在 BCK- 代 数 X 中 , 如 果 vz,yeX 有 
人 人 2 三 AZ， 


则 称 X 为 可 换 BCK- 代 数 . 
例 2.2.4 XX 为 非 负 整数 集合 , Yz,y € N, 定义 


0， r«y 
T*y— 
r—-y t2. 


由 例 2.1.2 4l, (N,«,0) 是 BCK- 代 数 . 


当 z <y R}, 

z^y-ys(y*z)—m, y^z—r*s(r*y)—m 
当 y<z 时 ， 

TAY =y*(y*z) =y, y^zr-—rs(rsy)-y. 
w vrye N A 


TAY SYT, 
BI (N, «,0) 是 可 换 BCK- 代 数 . 
定理 2.2.8 ”BCK- 代 数 X 是 可 换 的 e (X, ^) 是 下 半 格 . 
证 明 WR (X, ^) 是 下 半 格 , 则 由 定理 1.1.7 知 , vz,y € X, z^y m y^z, 从 而 
X 是 可 换 的 . 
WR X 可 换 , 则 vr, y c X 显然 有 


TAY=Y*(Y*T) SI r^y-ys*(ysz)&y, 


Hrany 为 x,y 的 下 界 . 设 z 为 ry 的 任 一 下 界 , BI z < zz <y, AI zz = 0, 
z*y-—0, 故 得 
zZ^y-—y^z-—z*(z*y)—zs*0-—z, 
g*(z^y)-(z^u)*(r^y) 
= (y * (y * z)) * (y * (y * £)) 
= (y + (y * (y * £))) * (y * z) 
=( 


y*xr)*(y*xz)<Sz*z=0, 


从 而 z«(z^y)-0, Bl z«z^y, 于 是 zAzy 是 zy 的 下 确 界 , 即 (X, A) 是 下 半 格 . 

证 毕 

定理 2.2.9 ”BCK- 代 数 X 是 可 换 的 € Vz, y, 2z € X, B z,y <z, zxy<z*sr A 
以 推出 z x y. 
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证 明 — vz,y EX, 设 zy < zz*y<z*z, 即 


zxz=y*z=0, (z*y)*(z*z)-—0, 


则 
v*y-—(r*0)*(y*0)-—(r*(z*z)s*(yx*(y*z) 
= (zAZX)*(zAY) = (TAZz)* (YAZ) 
= (z*(z*z))*(z«(z*y)) 
= (zx*(Z*(Z*Y))) * (z* 2) 
= (z*y)*(z*z)-0, 
I «y. 


«€ Vzy€X,HTz^y y^r&zr,y, WE 


y*(r^y)—y*(y*(ysz) —-y*z&y*(y^z), 


由 已 知 条 件 得 
U^r&I^J. 
交换 z,y rx^ycy^z, All x^y-y^zc. 证 毕 


2.5 BCI- 代 数 中 元 素 的 阶 


己 经 知道 , 群 和 环 中 的 元 素 都 有 阶 的 概念 , 并 且 在 群 论 和 环 论 中 起 着 重要 的 作用 . 
在 BCI- 代 数 中 , 张 富 林 和 林 大 华 也 相继 引入 了 元 素 的 阶 数 或 周期 的 概念 , 杨 闻 起 曾 给 
出 它们 的 更 进一步 的 性 质 . 


2.3.1 ”概念 和 例子 
在 2.1 节 中 , 有 以 下 记号 : 


zx*y)-—z, 


zxy” = (PHY) ty) )*y. 
n 次 

定义 2.3.1. 在 BCI-A OR X 中, € X, 把 满足 0xz” = 0 的 最 小 正 整数 ”叫做 
TR r 的 阶 , 记 为 |z|. 

如 果 对 任意 正 整数 ”都 有 0* r” 0, 则 称 z 的 阶 为 无 穷 大 , 记 为 |z| = oc. 

显然 , 0 的 阶 为 1, BCK- 代 数 中 任 一 元 素 的 阶 都 为 1. 反 过 来 , 所 有 元 素 阶 为 1 的 
BCI- 代 数 必 是 BCK- 代 数 . 

例 2.3.1 设 义 = {0,1,2,3}, 运算 “x” 规定 为 
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则 由 例 2.1.4 可 知 , (X,*,0) 是 BCI- 代 数 . 可 以 验证 |0| = 1, |1] = 4, |2| = 2, |3| = 2. 
2.3.2 ” 阶 的 性 质 


定理 2.3.1 EAR BCI- 代 数 X F, 每 个 元 素 的 阶 都 有 限 . 
证 明 BX EAR BCI- 代 数 , 假设 存在 ze X, 使 得 |z| = oo, 则 无 限 元 素 列 


Oxz, Oxz?, +, Oxz’, 


中 的 每 个 元 素 都 非 零 . 由 于 X 有限, 故 这 个 元 素 列 中 必 有 重复 元 素 . 假设 0* zx* = 
Ox z'(k » 0) ， 则 由 式 (2.1.17) A 


0 = (0x z^) x (0« x) = 0 x gë, 


这 与 |z| = oo 矛盾. 证 毕 
定理 2.3.2 ”在 BCL 代数 和 中 ,vczeX 有 


l0 z| — |z]. 
WERA ”如 果 0 «z^ = 0, 则 由 式 (2.1.15) 知 
O * (0*z)^ = 0 * (0 * £”) = 0 * g” — Q. 
有 反 过 来 , 如 果 0 « (0 z)^ = 0, 则 由 式 (2.1.19) 和 (2.1.15) 知 
O x z^ = 0 (0x (0x z")) = 0 » (0 (0«z)^) 20«0 — 0, 
所 以 
0* z” = 0 $ 0x (0xz)^ = 0, 

从 而 |z| = |0 * x]. 证 毕 

定理 2.3.8. TE BCI- 代 数 X 中 , voy e X, 有 

|z» y| = |y * z|. 
证 明 ”由 式 (2.1.13), (2.1.8), (2.1.12) 得 


O * (0 (z * y)) = (0* (0 z)) » (0* (0 y) 
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. 51 . 
= (0x (0+ (0#))) * (0*2) 
= (Q xy) x (0 * gz) = 0x(ysz). 
再 由 定理 2.3.2 得 
|æ x y] = |0 * (z*y)| = |0 » (0 * (x * y))| = |0 * (y * x)| = |y * z]. 证 毕 
定理 2.3.4 TE BCI- 代 数 X. 中 , WR |z| =n, 则 
0x27" —0«&«n|m. 
证 明 — Xt 0*2" —0,3FEH. m — qno r (0 r « n), WE 
Ox z^ = Q« gT = (Ox gI”) a^ 
4 次 
—0x*z' -—0. 
但 由 于 lz| = n, 即 ”为 满足 0*zn = 0 的 最 小 正 整 数 , 故 + = 0, 从 而 nm. 
反 过 来 , VE n m, 即 令 m= qn, HF 0 z^ — 0, M 
0x z^" =( (0x z”) ) kr =O. 证 毕 


定理 2.3.5 YE BCL- 代 数 X 中 , voy e X, 
iz *ylin e& 0* z" = 0y”. 
WERA — WE [re y||n, 则 由 定理 2.3.4 知 0* (z « y)? —0. 再 由 式 (2.1.16) 知 


(Ox £”) x (0 y?) — 0 (z xy)” — 0, 
从 而 
Oxz” cQ» 了. 
由 定理 2.3.3 知 |e « y| = |y « z]. 以 上 证 明 中 zy 互 换 得 
0* y" « 0x z^, 


从 而 


Oxz” —0xy". 


. 52- 第 2 章 BCI- 代 数 的 一 般 理 论 


反 过 来 , WO z^ = 0x y”, 则 由 式 (2.1.16) 得 
O» (zx 一 (0vzn)s(0xgn) = 0. 
再 由 定理 2.3.4 知 jz* y| |n. 证 毕 
定理 2.3.6 ”在 BCI- 代 数 X 中 , z,y € X, 如 果 [| — m, [y| = n, W [x y| jnn. 


特别 地 , 如 果 (m, n) = 1, W [x « y| = mn. 
证 明 BF |r| =m, y| — n, W 0x —0,0«g^ —0. 由 定理 2.34 得 


再 由 式 (2.1.16) 得 
O = (x x y)™™ = (0 z^") x (0 y") 一 0*r0=0， 


从 而 |z x yl mn. 
特别 地 , 再 设 (m, m) = 1, [z  y| = s, BHO (zy)? — 0. 由 定理 2.3.4 MA (2.1.16) 
得 
0= 0s (2x y)” = (Dez) « (0 y) = 0» (0 x yS), 
由 式 (2.1.11) 得 
0 —0*0-0*(0x*(0xy"*)) 0x y"*, 
由 于 |y| = n, 由 定理 2.3.4 48 nims, 但 (mn) = 1, W nls. 


同 理 可 得 m |s, fH (m,n) 5 1, W mn|s. XE simn 知 ,s 2 mn. 证 毕 
定理 2.3.7 XE BCI- 代 数 X 中 , ze X, k JERES. 如 果 |z| = n, BU 
= 
(kn) 


其 中 (k,n) 为 k,n 的 最 大 公 因 数 . 
证 明 — WE (k,n) — d, KP n = dm, k = dki B. (kini) = 1, WER (2.1.15) 
得 
O * (0 x zF)": = Ox (0 z 51) «0x (0275) = 0 +0 = 0, 
故 |0  x*| ns. 
Y 0 (0 z^)" 2 0, 由 式 (2.1.12), (2.1.15) 得 


Ox z^ = Q« (O » (0 x z")) = 0x (O x (0 z^") 20«0— Q0. 


由 定理 2.3.4 得 n km, 但 n = dni, k= dk, 故 n; km. 但 (ni, kı) = 1, 故 ni m, BB 
ni € m, 从 而 有 
T, 


o«zt| 2m = cog 


证 毕 
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定理 2.3.8 WR BOARA X 中 所 有 非 零 元 都 有 相同 的 阶 , 则 这 个 相同 的 阶 或 
者 为 素数 , 或 者 为 oo. 

和 证明 E OX 中 所 有 非 零 元 的 共同 阶 为 n < oo, 即 vr € X, z Z0 8 |x| — n. f 
设 n 不 是 素数 , 则 可 设 n = ning < nn: < n). 由 定理 2.3.7 知 


n n 
— =N IN, 


Drr"U|— mem) m 


但 由 于 所 有 非 零 元 的 阶 都 为 n, W 0* x": = 0, 从 而 |z| x m < n, FE. 证 毕 
定理 2.3.9 WMR BCI- 代 数 X 的 所 有 元 素 都 有 最 大 阶 m, 则 每 个 元 素 的 阶 都 是 
m 的 因数 , 从 而 vs e X 有 0x*zm = 0. 
WERH i jal =m 为 最 大 阶 , yz € X, 设 |z| =n < m, BUR n (m, 则 存在 素数 p, 
使 得 


m = pim, ptm; 


npn, t»k. 


由 于 |al = m, |z| = n, 于 是 由 定理 2.3.7 得 


n t 


= mi. Pratis mg P 


k m 
0 ab^ | = 一 下 
(m, p*) 


由 于 p 为 素数 且 pf mil, 故 (m, p) = 1. 由 定理 2.3.6 得 
【和 


这 与 m 为 最 大 阶 矛盾 , 从 而 njm. 再 由 定理 2.3.4 f 0 x — 0. 证 毕 
定理 2.3.10 ”在 BCI- 代 数 X. F, 同一 分 支 中 的 元 素 有 相同 的 阶 . 
WEBB i ro 为 七 中 任 一 极 小 元 , V(zo) = {2 € X lro S zd. Vm y € X fi xo & v, 
所 以 0*z 和 0*zo, 于 是 有 


(0 * £o) * (0* £) 2 0*(zg*z) 20*0-0, 


从 而 

Ox rz —O0*rrp, 
故 对 任意 正 整 数 都 有 

0*z* —0*z$, 


从 而 jz| = [zo]. 证 毕 
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2.8.8 WF BCI-- 代 数 


EN 2.3.2 B r Æ BOA X 中 的 元 素 , 如 果 存 在 正 整数 k, 使 得 0* ze = 0, 
则 称 zx AFN. 用 N(X) 表示 x 中 的 所 有 详 零 元 的 集合 . 如 果 N(z) = X, 则 称 X 
X858 BCI- 代 数 . 

显然 , 0 VERR, 并 且 x EREN e |r| 有 限 . 

由 于 有 限 BCL- 代 数 中 每 个 元 的 阶 都 有 限 , 故 有 限 BCI- 代 数 必 为 误 零 的 . 

另外 , 在 BCK- 代 数 中 , Yr e X, 0*z 20, 故 BCK- 代 数 是 训 零 的 . 

定理 2.3.31. 车 和 是 BCI- 代 数 , 则 N(X) Æ X. BT PORC 

证 明 “显然 , 0e N(X). Vz,y € N(X) 则 存在 正 整数 k,l, 使 得 


Oxz —0, 0x«$3'—0. 
由 式 (2.1.16) 得 
Ox (zy) = (0«zF)«(0«yF) —0«0-0-— z«y e N(X), 


从 而 N(X) 是 x 的 子 代数 . 证 毕 
定理 2.3.12 BCI- 代数 X. 是 放 零 的 当 且 仅 当 每 个 极 小 元 都 是 齐 零 元 . 
证 明 => 显然 成 立 . 
€  Vz € X,0» xz A6, 从 而 0*z WEEN, 故 存在 正 整数 k, 使 得 


0 * (0: z)* = 0， 
从 而 0 (0* z*) = 0. 由 式 (2.1.15) 和 (2.1.19) 得 
Oxz" —0x(0x(0xz*)) —0«0—0, 


故 zx 为 诺 零 元 , 从 而 x AGB. 证 毕 


2.44 理想 与 滤 子 


就 像 环 和 半 群 一 样 , 理想 也 是 BCI- 代 数 的 重要 概念 . 最 早 由 K. Iséki 引入 了 BCL 
代数 的 理想 , 后 来 许多 人 作 了 大 量 的 研究 , 得 到 了 许多 性 质 , 并 引入 了 闭 理 想 、 关 联 理 
想 和 右 理想 等 . 杨 闻 起 在 此 基础 上 引入 了 BAART, 并 讨论 了 它 的 性 质 . 
2.4. “理想 

K. Iséki 关于 BCI- 代 数 的 理想 的 定义 如 下 : 

定义 2.4.1. 设 (X,*,0) 是 BCI- 代 数 , 了 是 X 的 非 空子 集 . 如 果 
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(1)0€1 

(2) Yzy EX, 由 yx*x€E7,xeEl 可 以 推出 ye 了 
则 称 了 为 x 的 理想 . 

在 任意 BCI- 代 数 X F, X, {0} 显然 是 X 的 理想 , 称 之 为 X 的 平凡 理想 . 特别 
地 , 把 理想 {0} 叫做 X 的 零 理 想 . 记 为 0. 如 果 X 除了 平凡 理想 再 无 其 他 理想 , 则 称 
X AŽ BCI- 代 数 . 

例 2.4.1 在 非 零 有 理 数 集合 Q* F, 取 运 算 为 普通 除法 , 则 (Q*, -, 1) 是 BCI- 代 
数 . HR Z* 为 非 零 整数 集合 , 容易 验证 , Z" 是 Q* 的 理想 , 但 由 于 Z* 对 除法 不 封闭 ， 
故 Zr 不 是 Q* 的 子 代数 . 

例 2.4.1 说 明 , 一 般 地 , BCI- 代 数 的 理想 未 必 是 子 代数 , 这 与 半 群 、 环 和 半 环 的 理 
想 有 所 不 同 . 

例 2.4.2 W X = {0,1,2,3}, 运算 “x” 规 定 如 下 : 


FIFECEDREN 


cix 
w 2 E ojo 
一 OW NJN 


OQ t2 — 
N-e 0c wje 
DO w t2 ejo 


容易 验证 , (X,*,0) 是 BCL 代数 ,了 = (0,2) 既是 X 的 理想 , 也 是 x 的 子 代数 . 

例 2.4.3 ik G 是 加 群 , 则 (G, -,0) 是 BCI- 代 数 , G 的 子 群 H 是 该 BCL 代数 
的 理想 . 

定理 2.4.1 WE IÆ BCI- 代 数 X 中 包含 0 的 子 集 , 则 了 是 XX 的 理想 当 且 仅 当 
vrél Vyeldz«ydl. 

证 明 WRI Æ X 的 理想 , Vr g I, Vy € 7, 假设 xz*y € T, 由 定义 2.41 得 ze 
FA, 故 z x y d I. 反 过 来 , 显然 也 成 立 . 证 毕 

定理 2.4.2 $I Æ BCL- 代 数 的 理想 , 如 果 z yer rer 

证 明  HiDr&yr*y-Ocl 由 于 ye7 I XER, 从 而 ze 工 证 毕 

定理 2.4.2 表明 , BCI- 代 数 的 理想 必 是 它 的 自然 偏 序 集 的 理想 . 

定理 2.4.3 设 X 是 BCL 代 数 , 则 了 是 蕊 的 理想 o Yaar -an € D, Hi 
(zx*a1)*.…)*an ET 可 以 推出 zel. 

证 明 <- 显然 成 立 . 

> 由 (--(zZ*Q1)*...)*an El amci 


(e (zxa)*e-)*as au EL, 


重复 以 上 做 法 可 得 ze 工 证 毕 
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定理 2.4.4 WE (I, |k e DV Æ BCI 代数 闫 的 一 族 理想 , 那么 
(1) AAN I Æ X 的 理想 ; 


(2) 如 果 h(k € D) 两 两 可 比较 , 则 D, 也 是 x 的 理想 . 
WA (1) 设 I= MEC HF vk € D, Oel, WOE Wyszcel, zcI,W| 


Yke DË yrr E lp t e lp. HF k 7 x 的 理想 , 则 wy € ns 由 & 的 任意 性 得 ye 了 7， 
从 而 r3é x 的 理想 . 
(2) & J- JU, Te. 显然 0€J. E yszcJ,z € J, WHE ki, ko € D, 使 得 


yere re D. "BT I. Ix, 可 比较 , 不 妨 取 I C DI, W yg, E I, Hn, 


X 的 理想 , 故 y e Ie cJ, 从 而 J dé x 的 理想 . 证 毕 


2.4.2 ”生成 理想 和 主 理想 


设 4 是 BCI- 代 数 XX 的 非 空子 集 , 则 由 定理 244 知 , 包含 A 的 全 部 理想 之 交 是 
X 的 理想 , 它 显然 是 包含 4 的 最 小 理想 . 

定义 2.4.2 3 A 是 BCI- 代 数 X 的 非 空子 集 , 则 把 包含 4 的 全 部 理想 之 交 叫 
做 4 生成 的 理想 , 记 为 (AJ. WR A = (a), 则 把 4 生成 的 理想 叫做 元 素 a 生成 的 主 
理想 , WA (aj. 

定理 2.4.5 设 4 dé BCRA X BdES T 4E, 4* = AU (0), W 4 生成 的 理想 
为 

(A| 2 iz € Xi 存在 ai,az,…… ,an € A*, 使 得 (.… (x xa) * 02)*-….)*an — 0}. 


证 明 ” 设 了 表示 等 式 右 端 的 集合 , va e A 由 于 axa 二 0, 故 ae 7 从 而 AC I. 
又 由 于 0*0=0, 故 0el. 
设 zely*zxzel, 则 存在 Qi, T MOTEL ,bm € A*, 使 得 


人 0 


C ((Yy x £) * bi) * )x5, 一 0， 


从 而 得 
(人 0 
即 
(人 ) Om X c. 
由 式 (2.1.8) 得 


人 (0 


24 理想 与 滤 子 P" 


故 ye 7, 从 而 I 是 X 的 理想 . 

设 J 是 包含 4 的 任意 理想 , vzel, W ag e ,an E A*, 使 得 

( (rxap)*-)*a, -0€I. 

由 于 al ;an E A* CJ, 故 由 定理 2.4.3 知 x€ J 从 而 CJ, 所 以 I 是 包含 4 的 
最 小 理想 , 即 7 = (A. 证 毕 

由 定理 2.4.5 显然 可 得 到 如 下 推论 : 

推论 2.4.1 Uta 是 BCL 代 数 X 中 的 任 一 元 素 , 则 a 生成 的 主 理想 为 

(a] = (0) U ze X | 存在 正 整数 n, 使 得 x xa” = 0}. 

2.4.3 HEW 


已 经 知道 , BCI- 代 数 的 理想 未 必 是 子 代数 , 但 是 是 子 代 数 的 理想 又 是 十 分 重要 的 . 

定义 2.4.3 ”如 果 了 既是 BCI- 代 数 X 的 理想 , 又 是 x 的 子 代数 , WI X X 
的 闭 理 想 . 

例如 , 在 例 2.4.2 H, I = (0,2) 就 是 闭 理想 . 

定理 2.4.6 ”BCI- 代 数 X 的 BCK- 部 分 

KP(X)= (rz € X |0* z= 0} 

是 x 的 闭 理想 . 

证 明 HE, Vr, y € KP(X), BD 0 x — 0x y ==0, 则 由 式 (2.1.13) 知 


Ox (ry) = (0#7)*(0#y) 20«0—0, 


故 r*ycKP(r) 即 说 明 KP(X)JÉ X 的 子 代 数 . 
其 次 , 显然 , 0 € KP(r) W y*zrcKP(r)zcKP(z), B 
O*(yx*z)—0, 0*z=0, 
则 
Ox y = (0 * y) x 0 = (0 * y) * (0 * z) = 0 * (y x x) = 0, 
W y € KP(z), 从 而 KP(X) Æ X 的 理想 , 故 KP(X) 必 是 闭 理想 . 证 毕 
定理 2.4.7 I Æ X HEW, UI EARE e vrelrdioe«ccl. 
证 明 > 由 于 了 是 XX 的 闭 理 想 ,zeE I,0eT, 故 0xzxel. 
€  Vz,y er 由 式 (2.1.9) 知 


(r*y)*z—(r*z)*y-—O0Oxycl. 
{B xel, IX WE, S r«yel, ATI Æ X ATRI, 必 是 X 的 闭 理想 .证 毕 


定理 2.4.8 i I Æ BCI- 代 数 X 含 0 的 非 空子 集 , 了 是 和 的 闭 理 想 当 且 仅 当 
Vr,ey,z€ X, H r*z,yxz, zel URH rye. 
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证 明 ”如 果 了 是 闭 理想 , 由 于 xz *z,y*z,z ET 且 了 为 理想 , 则 必 有 ry cI, 但 
了 是 子 代数 , 故 z*y eE 工 
反 过 来 , Vm,yeX,Wr*yycelHt 


0«0—0€1, ys0-—ycl, 


由 已 知 得 0xwy cT. HH ry, 0Oxyyclfir-z«0cl, Am I Æ x 的 理想 . 又 由 
于 已 经 证 明 0 *y c I, 则 由 定理 2.4.7 Ap, 1 是 闭 理想 . 证 毕 
定理 2.4.9 W I Æ BCAA X. 中 的 理想 , 如 果 了 包含 了 X 的 有 限 个 极 小 元 ， 
则 是 闭 理想 . 
证 明 — X Va € I, $ a, — 0 (0a)"^, WIBI (2.1.14) 和 (2.1.15) 得 


an * a^ = (0 (0 a7)) «a^ = (0 a") « (0«a"*) 20 cT. 


HT ac I, RU an € In 12,--.). 
又 由 定理 2.1.6 可 知 , an BA X 的 极 小 元 , 但 I PREA RAED, 所 以 了 中 
的 元 素 序 列 


Qj, Q2, UU ün, 


中 必 有 重复 元 素 , 不 妨 取 ar = aky (1 > 0), 则 a4 = ap * (0 a), 从 而 有 


aj = 0* (0 * a)! = 0* (0*a') = (ax * ax) * (0 * a!) 


= (ap * (0 al')) * ak = ak4 * ag = 0, 


Bp 


ai—ı * (0 *a) = a — 0, 


从 而 aj. < 0*a. 但 由 定理 2.1.6 知 , 0* a 为 极 小 元 , 故 ai = 0* a, 但 前 面 已 证 得 对 
每 个 wan € I, 从 而 aj. —0*ac€ I. 由 定理 2.4.7 知 ,了 是 闭 理想 . 证 毕 

定理 2.4.10 BCI- 代数 X 的 闭 理 想 的 理想 必 是 X 的 理想 , 闭 理想 的 闭 理 想必 
是 X 的 闭 理 想 . 

证 明 设 I 是 X 的 闭 理想 . 则 (7,*,0) 是 BCI- 代 数 . EJ. 是 I 的 理想 ,Vz,y € X, 
ByrreJ, seJ. HT JC I, yscel,rcl 由 于 了 是 理想 , 故 ye 了 ,J 又 是 
了 的 理想 , 故 y cJ, 从 而 J Æ x 的 理想 . 证 毕 

推论 2.4.2 BCI- 代数 x 的 BCK- 部 分 中 的 每 个 理想 都 是 x 的 理想 . 

WEBB ”由 定理 2.4.6 知 , KP(X) 是 X 的 闭 理想 . 再 由 定理 2.4.10 即 可 得 证 . 

定理 2.4.11 设 尺 为 任意 正 整 数 , X 是 BCZ, 则 


TA(X)= {z e X |0«z^ —0) 


2.4 理想 与 滤 子 :99- 


必 是 x mme. 
证 明 显然 有 0 € Ti(X). 
Vz, y € T.(X), Bl 0* z* = 0 xy" = 0, W 


Ox (x xy)" = (0*2*) « (0+ y") 20«0— 0, 


即 得 z*ye T.(X), 从 而 TX) Æ X 的 子 代数 . 
W zxy € T&(X), y € T&(X), Bl Os (zs y)* =0* —0, 由 式 (2.1.16) 得 


O x z* = (0 x z?) » (0 x y”) = 0* (x x y) = 0, 


& zc T,(X), 从 而 T.(X) Æ X 的 闭 理想 . 证 毕 

在 2.3 节 中 , 把 每 个 元 素 都 是 讶 零 元 的 BCI-FOAERUTS SE BS. TF TELE PESE LES 
零 BCI- 代 数 . 

定理 2.4.12 BCI- 代数 X RGBAEBPABL BUS x 的 每 个 理想 都 是 闭 理想 . 

证 明 — Xx X EAF, I dé X 的 任 一 理想 , Vr cI, 由 于 zx EBEN, 即 存在 正 
整数 k, 使 得 0* zx* = 0. WR k=l, W O«z —0O c I; BIS ko 1, W 


(0*xzZ)rze 1 一 0xz —OcI. 


由 于 7 为 理想 , r6 1, 于 是 由 定理 2.4.3 知 , 0* z € I. 再 由 定理 2.4.7 知 , 1 是 闭 理想 . 
反 过 来 , 设 X 中 的 每 个 理想 都 是 闭 理想 , Ve € X, (zx] 为 x 生成 的 主 理想 , 故 
Oz € (zx]. WR Oz —0, M z 显然 为 讶 零 元 ; 如 果 Ox z O, 则 由 推论 2.4.1 An, 存 
在 正 整数 k, 使 得 (0* zx) * z^ = 0, BE 0x gti 一 0, 从 而 xz ABREN, 故 X RSH. 
证 毕 

2.4.4 HF 


已 经 知道 , 在 偏 序 集中 , 理想 与 滤 子 是 互相 对 偶 的 概念 . BCLI 代数 也 是 偏 序 集 , 因 
此 , 下 面 也 来 建立 BCI- 代 数 中 的 滤 子 的 概念 , 并 讨论 它 的 性 质 . 

定义 2.4.4 Wt X jé BORK, F Æ x 的 非 空子 集 , 如 果 

(1) 0 E F; 

(2) Yz,y €E X, Bz»ye F, zeF URH ye F, 
WE F A X 的 滤 子 . 

定义 2.4.5 W 4 是 BCI- 代 数 X BjdE T f&, 把 包含 4 的 全 部 滤 子 之 交 
叫做 A 生成 的 滤 子 , WA [4)， 特 别 地 , 把 (a) 生成 的 滤 子 叫做 a 生成 的 主 滤 子 ， 
记 为 [a). 

显然 , X 是 X 的 滤 子 , 特别 是 在 BCK- 代 数 x 中 , 只 有 x 是 X 的 滤 子 . 

例 2.4.4 V X = {0,1,a}, 
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显然 ,了 = {0,1} 既是 X 的 理想 也 是 滤 子 . 

在 例 2.4.1 F, Z* 是 理想 但 不 是 滤 子 . 

定理 2.4.13 HW F Æ BCRA X 的 滤 子 ,vz EF 且 z<y, 则 yeF. 

证 明 o Brzzyfbr«y-OcFHocF,8ycF. 证 毕 

定理 2.4.13 WH, BCI- 代 数 (X,*,0) 的 滤 子 必 是 它 的 自然 偏 序 集 (X, <) KT, 
这 也 是 称 之 为 滤 子 的 原因 . 

由 于 {0} 是 X 的 平凡 理想 , 自然 要 考虑 (0) 是 否 为 任意 BCI- 代 数 的 滤 子 . 

事实 上 , 在 非 零 BCK- 代 数 X F, 由 于 对 任意 x € X, 0*z = 0, 从 而 (0) 不 可 能 
Æ X MET. 

定理 2.4.14 (0) 是 BCI- 代 数 X 的 滤 子 当 且 仅 当 KP(X) = (0). 

证 明 — 如果 {0} dé X 的 滤 子 , vr c KP(X), 即 0xzx=0e (0), W x e (0]. 
BD z —0, 从 而 KP(X) = {0}. 

反之 , 设 0*xze {0}, 即 0*xzx=0, 于 是 有 zeKP(X), 故 z=0, 从 而 (0) A X 
的 滤 子 . 证 毕 

定理 2.4.14 表明 , 讨论 BCK- 代 数 中 的 零 滤 子 没有 多 大 的 意义 . 

定理 2.4.15 ” 设 亚 是 BCI- 代 数据 的 非 空子 集 , F Æ X BET eo F pH 
任意 有 限 个 元 素 bi, 2, ,ba, H bi * (bo C (bx) E F TURE z € F. 

证 明 WERE OX 的 滤 子 , vb 66e bn EF, R 


bi x (b2 * (+: (b m) --)) € F, 


NH b E F box( ox (bu). )€ F. 重复 下 去 , 最 终 得 到 zc. 
反 过 来 , Ww be Fb*zeF,ljrcr wF EXRET. 证 毕 
定理 2.4.16 设 (F,|ke K} Æ BCAA x KRET, 那么 
(1) JL. Fx Æ X BET; 
(2) 如 果 FL(k € K) 两 两 可 比较 , 则 Fs 也 是 X 的 滤 子 . 


证 明 与 定理 2.4.4 类 似 . 
定理 2.4.17 BCI- 代数 x 的 BCK- 部 分 KP(X) 是 x 的 最 小 滤 子 . 
WEA  Wr«yeceKP(X) rc KP(X), Bl 


O*(r*y)—-0, 0xr-—0, 


2.4 ”理想 与 滤 子 .61. 


则 
O* (0 = y) = (0 = £) » (0 = y) = 0 (z* y) — 0, 
于 是 
Ox*y=0*(0*(0*y))=0*0= 0, 

从 而 y € KP(X). 又 显然 , 0€ KP(X), 故 KP(X) 是 X BET. 

设 F Æ X 的 任意 滤 子 , Yr Ee KP(X),0*z=0€ F, Kre rF, FÈ KP) CF, 
从 而 KP(X) Æ X 中 的 最 小 滤 子 . 证 毕 

推论 2.4.3 ”BCI- 代 数 X 的 所 有 滤 子 的 交 即 为 x 的 BCK- 部 分 . 

定理 2.4.18 W F 是 BCI- 代 数 X WET, 如 果 P 包含 了 X 的 极 小 元 xo, W 
F VAR zo 的 分 支 Va. 

WEBB 设 zo 为 互 中 的 一 个 极 小 元 , 则 yz eV 有 zo<z, 从 而 ze FF， 证 毕 

已 经 知道 , 7 既是 X 的 理想 又 是 子 代数 ( 称 为 闲 理 想 ) 当 且 仅 当 vz,y z e X, 由 
r*z,gy*zzclhHUBsEHze«yel. 下 面 给 出 滤 子 相应 的 结论 . 

定理 2.4.19 H X Æ BCL 代数 , 4 既是 X 的 子 代数 又 是 滤 子 当 且 仅 当 由 
r,or*yr*zcATBUEHysze A. 

WERH 如果 4 既是 X 的 子 代数 又 是 滤 子 , 设 xz,x xy,z*z€ A. 由 于 4 是 子 代 
数 , 故 (Zz *z)* (Zz*y) €A. 由 式 (2.1.1) 知 


(z*z)*(r*y)&y*z, 


并 且 A EWT, 由 定理 2.4.13 知 y «z c A. 

RIK, 首先 , Vr € A, B zm, r*0,7«0c€ 4 可 得 0 二 0x0e A. 其 次 , 设 
zoz*y€A HT z«0-receA,Wy-ys0c A, Ki A 是 滤 子 . 最 后 , Vz,y € A, 由 
于 zxr0=7ze4zrz=0c4, 故 0*ze4. 同 理 可 得 0xrye4. 又 由 于 0 e 4, 故 
z*y €A, 从 而 4 Æ X 的 子 代 数 . 证 毕 

已 经 知道 , BCI- 代 数 X 的 理想 是 子 代 数 SYz e I 有 0xz eI. 下 面 给 出 滤 子 
相应 的 结论 . 

定理 2.4.20 ”如 果 A 是 X 的 子 代数 , 则 A 是 滤 子 当 且 仅 当 由 0*x € A 可 以 推 
出 ze A. 

证 明 WR 4 是 滤 子 , 则 显然 由 0*ze 4 可 推出 x € A. RIX, Bre A, zxy € 
A, 由 于 4 是 子 代 数 , 故 


Oxy= (r«z)«y— (zey)*z € A, 


从 而 ye A, W A 是 滤 子 . 证 毕 
1382.44.21 H fÆ X X I BCI-FIdS, hu F Æ x WEF, EF = fF) 
也 是 X 的 滤 子 . 
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证 明 Wt FÉ OX MET, vy, 
f()eP, f(x)f(y)-f(z*y)eF, 

W f(y) e F, Ami y e F, S F 2S X BSRT. 证 毕 

以 上 讨论 表明 , 定义 2.4.4 给 出 的 BCI- 代 数 的 滤 子 与 定义 2.4.1 给 出 的 理想 , 不 
但 定义 上 相互 对 应 , 而 且 有 许多 性 质 相互 对 偶 . 

下 面 讨论 滤 子 、 理 想 、 子 代数 的 关系 . 

定理 2.4.22 WE 已 既是 X 的 理想 又 是 滤 子 , Fr 必 为 子 代 数 . 

证 有 明 vVmycFHrs(r«ya«ycF.BCFFOUZAB, WO r«(z«y)eF, F 
为 滤 子 , 故 x *y e F, AT FÆ X 的 子 代 数 . 证 毕 

定理 2.4.23 WR F 既是 X 的 子 代数 又 是 滤 子 , 则 F 必 为 理想 . 

证 明 WrcEysce FXSWXrm—0cF,JB FATRA, 故 有 
(r*z)*(y*z)e F. PREX (2.1.11) 知 


(z*z)*(y*z) & zy, 


并 且 F 是 滤 子 , oye F.H FOUETAIyeF,JA FOX x mls. 证 毕 
定理 2.4.04 W A 既是 BCI- 代 数 X 的 理想 又 是 滤 子 , 工 表 示 4 中 的 全 体 极 小 
元 的 集合 , V. 是 关于 极 小 元 x 的 分 支 , 则 4 = U V. 


EL 
证 明 ”由 定理 2.1.6 知 , SP (X) 是 久 的 全 体 极 小 元 的 集合 ， 故 工 = SP(X) NA. 
Va € A, B x = 0 x (0 a), 则 由 定理 2.1.6 知 x € SP(X). XB (2.1.2) 4 x <a, M 
而 a € Vs. 由 于 4 是 理想 , MK rcA Bl zeSP(X)nA-L,SL AC UV. 


. ZE 区 
反 过 来 , Vb e U Ve, 则 存在 x € L = SP(X)nA4, 使 得 be Vy, fi z <b. 由 于 
TEL 
zcAH 4 是 滤 子 , 则 由 定理 2.4.13 知 5e A, Aii U V, C A, BEL A 9 Uv. 
rcL zcL 
证 毕 


2.5 商人 代数 、 同 态 和 同 构 


2.5.1. 积 代 数 与 商 代数 
设 (Xi,*i,0i)(i € D) 是 一 族 BCI- 代 数 , 设 


x= [x= fro- Ux 


icD ieD 


fi) € X; Vie p}. 


规定 
(f*9)) = fG) gli), Vie D, 


2.5 商 代 数 、 同 态 和 同 构 .63 . 


04)20; Vie D. 


为 了 给 出 BCI- 代 数 的 商 代 数 , 首先 讨论 BCL 代数 X. 的 理想 能 否 产生 一 个 等 价 
XA. 
设 工 是 BCI- 代 数 X. 的 理想 , 规定 


zZeyerkygy*rcl, 
FEWER o AXX 上 的 等 价 关 系 . 
vrel, xz*«r-0cl, r~r. 


Hany, W rsyyscel 显然 有 yr. 
WreyyvezBirsyys*myszzs*ye I, 
(x*z)*(r*y)zyszcel. 


由 于 工 是 理想 且 rxy, yszel,WOr«zel 同 理 可 得 z*ze 1 从 而 z~z, 即 “~” 
为 X 上 的 等 价 关 系 . 


令 
Cr = {y € X|ly ~r}, vrexX, 
由 该 等 价 关 系 决定 的 商 集 为 
X/I= (C4|x e X}. 
规定 
C, * C, = Cray. 
下 面 说 明 这 个 运算 是 良好 的 . 


设 C, = Cu, C, = C,, Bl z ~ u, y ~ v, HER 
T*U, U*Z, y*v, Uu*yCcl, 
则 
(r*y)*(r*«v)zxv*y€l, (x*v)*(r*y)«yxsvcIl, 


从 而 


(z*y)*(r*v)(r*v)*(r*y)el, 
A r*y-ec*v. AER zv uxv, B r*yc uv, WE 


C, * C, = Caxy = Cuxv = Cu * Cy. 
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以 上 讨论 说 明 , 在 商 集 X/I 中 , 按照 公式 Co * Cy = Cry 定义 了 一 个 良好 的 二 元 
运算 . 进一步 还 有 如 下 定理 : 
定理 2.5.1 RI Æ BOMA X 的 理想 , Vz e X, 令 


C,—-ily€X|z*y,y*«zel), 
XJI = (C, |r € X), 
规定 
Cı * Cy = Crsy, Vor,y€ X, 
则 (X/I,*, Co) Æ BCL 代数 , 称 之 为 x 关于 理想 7 的 商 代 数 , 简 记 为 X/I. 
证 明 ”前 面 已 经 证 明了 “x” 是 XI 上 的 二 元 运算 . vz,y ze 和 有 


((C; * Cy) * (Cz * C,)) * (Cz * Cy) = C (Gn) (2) (zn) — Co, 


C, * Co 一 Cz«0 = Cz. 


设 Ca * Cy = Cy * C, = Co, Bl Co = Cyxs = Co, MWA zy, yz EI, W C. = Cy, 
从 而 (X/1,*, Co) 是 BCI- 代 数 . 证 毕 
定理 2.5.2 WF X 是 BCK- 代 数 , 则 (X/T*, Co) 也 是 BCK- 代 数 . 
WEB] ”由 定理 2.5.1 知 , (X/1,*, Co) 是 BCI- 代 数 , 由 于 Co * €, = Coss = Co, W 
(X/I,*,Co) 是 BCK- 代 数 . 证 毕 
定理 2.5.3 WI Æ BCI- 代数 XX 的 理想 , 则 工 是 闭 理 想 当 且 仅 当 


Co = {z E€ X|r«0,0«r € I] — I. 


证 明 ”如 果 工 是 闭 理 想 , 由 定理 2.4.7 4H, Baros ze€lI 可 以 推出 0xxze7 则 
C =I. 

如 果 OC,—I,Vrel,0«ze€co— I, 故 了 为 闭 理想 . 证 毕 
2.5.2 BCI- 同 态 与 同 构 

定义 2.5.1 È (X,*«,0), (X,»,0) 都 是 BCI- 代 数 , f Æ X 一 豆 的 映射 ,如果 
VryceX 有 

f(z*y)- f(x)*f(y), 

则 称 f 为 x X 的 BCI- 同 态 . 如 果 f 还 是 双 射 , WE fX x o X 的 BCI_ 同 构 . 
如 果 存 在 X 一 X W BCI- 辣 态 满 射 , 则 称 X X BOLA, X-X.tumm 
存在 X 5 X 的 BCI- 同 构 , W X -5 X ABOA, i29 X & X. 

把 BCI- 代 数 X 到 自身 上 的 同 态 ( 同 构 ) 映射 叫做 X 上 的 BCL 自 同 态 (EIL ISTA). 
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定理 2.5.4. WR 为 X 一 的 BCI- 同 态 , 则 

(1) f(0) = 0; 

(2) ker f = {x € X |f(z) 20) 是 XX 中 的 闭 理 想 . 

证 明 (1) 0= f(0)«f(0) = f(0«0) = f(0), BI f(0) = 0. 

(2) 由 于 0 € ker f, W ker f 是 X 的 非 空子 集 . Wy € ker f, W 


fuf (x)= f(y*z) -0 
E f(z) 20, TÆ f(y) ^ 0, W y € ker f, AM ker f Æ X WAR. 又 由 于 
f(O xz) = f(0)*f(z) = 0x0 = 0, 


A 0* xz € ker f, 所 以 ker f 为 闭 理 想 . 证 毕 
定理 2.5.5 “BCL- 同 态 为 序 同 态 . 
证 明 X f iE XoXIMBCIBG,z«y, Bl z*y-— 0, 0 


f(z)*f(u) = f(z*y) = f(0) = 0, 


A f(x) < f(y). 证 毕 

定理 2.5.6 设 f 是 XX 一 兰 的 BCI- 同 态 ,如果 A EXTRA (理想 、 闭 理 
想 、 滤 子 ), 则 A = fA) 也 是 X 的 子 代数 (理想 、 闭 理想 、 滤 子 ). 

证 明 如果 AJÉ X 的 子 代数 , 则 f(0)=0€ A, BOE A, Vr,ye A, f(z), fly) € 
4, f(z*y) = f(z)*f(y) € A, AT z«y c A, AXX 的 子 代数 . 

WR 4 为 的 理想 , f(0) = 0€ A, ATi 0c A. 设 zy*xxe Ah, 则 f(z)€ A, 
f(y +z) = f(y)» f(z) e A, 1E A 为 理想 , 故 f(y) € A, MT y e A, S 4 为 X 的 理想 . 

如 果 4 为 闭 理想 , 则 由 前 面 的 证 明 可 知 , A 为 X 的 理想 和 子 代数 , 从 而 A 为 闭 
理想 . 

X 4 是 X HUET,JF zz*ye A, RU 


f(x)eA, f(r)#f(y) = f(xy) EA, 


则 f(y)e A, 从 而 ye A, 故 AS X IHE. 证 毕 
定理 2.5.7 Wf dé XX HW BCAA, 如 果 4 是 X 的 子 代数 (理想 、 
闭 理想 ), 则 f(A) 也 是 X 的 子 代数 (理想 、 闭 理想 ). 
WERH 如果 4 是 XX 的 子 代数 , 由 于 0e 4, 故 0= f(0) e f(A). vz,g € f(A), 存 
TE x,y € A, 使 得 = f(z), 9 — f(y). 由 于 4 为 的 子 代数 , 故 zxrye4, 故 


z*y— f(x)* f(y) = f(z*v) € f(A), 
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从 而 FA) 为 X 的 子 代数 . 
如 果 4 是 X 的 理想 , 由 于 0e 4, 故 0= f0) e fA). 
设 Tz, grz E f(A), WEE z,z € A, y € X, 使 得 


则 
f(y»2)*2) = f(ysz)sf(z) = 0, 
y = f(y)«0 = f(y)sf(usa) «2) = f(y ((y 2) » z)). 
4 u= yx ((y * x) » z), NO 


(u*z)*z —((y*z)*((y*z)*2))*z-—0e€A, 


并 且 由 zx,ze4 得 ve4, 故 了 = flu) e f(A), Ami f(4) 9g X Bossa. 
如 果 4 是 闭 理想 , 则 f(4) 既是 X 的 理想 , 也 是 子 代数 , 故 FA) 为 闭 理想 . 证 毕 
定理 2.5.8 设 了 是 X 的 理想, Wü] X~ X/I, 其 中 BCL 同 态 满 射 为 


T:X—X/I, z> Cz, 
x WRGEN BCI- 同 态 . 
证 明 VYz,ye 革 有 
m(r) = Cs my=Cy, m(z*y) = Cary = Co * Cy = n(z) «n(y), 


故 7 为 BCI- 同 态 满 射 . 证 毕 
定理 2.5.9 设 / 是 BCI- 代 数 久 到头 的 BCI- 同 态 满 射 , K = ker f, 则 X/K = 
X. 
证 明 令 
e: X/K >X, C,  f(a). 


首先 , WR C, = Cy, M z*y,y*z € K, 从 而 有 
f(x) * F(u) = f(y) * f(z) = 0, 
故 f(x) = f(y), Bl o A X/K > X 的 映射 
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其 次 , 如 果 f(z) = Flu), W f(z*y) = f(y*2) = 0, 从 而 有 
r*yy*rek, 


故 C, = Cy, Bl y 为 单 射 . 
再 次 , Vz e X, 由 于 f 为 满 射 , 则 存在 ze xX, 使 得 元 = fla), 则 C, bz, io A 
最 后 , 设 C, 一 f(z), C, 一 f(y), WA 
Ca * C, = Cu > f(T * y) = f(x)*f(y), 


故 o 为 BCI- 同 构 映 射 , 从 而 X/K S X. 证 毕 
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传统 的 代数 系统 群 、 半 群 、 环 和 半 环 的 基本 特点 是 代数 运算 适合 结合 律 , 而 BCK- 
代数 和 BCL 代 数 是 从 逻辑 运算 出 发 建立 起 来 的 代数 系统 , 并 没有 把 适合 结合 律 当成 
基本 要 求 . 事实 上 , 适合 结合 律 的 BCK- 代 数 只 有 零 代 数 . WA, 它们 与 传统 的 群 和 半 
群 之 间 有 联系 吗 ? 如 果 有 联系 , 如 何 建立 BCI- 代 数 与 结合 代数 的 关系 ? 从 BCI- 代 数 
的 发 展 来 看 , 主要 有 以 下 几 种 方法 : 第 一 , 在 BCI- 代 数 中 寻找 一 些 特殊 类 , 如 1980 年 
由 胡 庆 平和 K. Iskki 引入 的 结合 BCI- 代数, 1983 年 由 雷 天 德 引 入 的 广义 结合 BCI- 代 
数 和 1990 年 由 惠 昌 常 引 入 的 拟 结合 BCL 代数 , 由 这 些 特殊 的 BCI- 代 数 类 可 直接 得 
到 群 和 半 群 . 第 二 , 杨 闻 起 从 一 般 BCI- 代 数 的 “x” 运 算出 发 派生 出 一 种 适合 结合 和 
的 新 运算 , 从 而 由 一 般 的 BCI- 代 数 得 到 半 群 . 第 三 , 1995 F, 黄 文 平 借助 于 变换 群 的 
思想 , 在 一 般 的 BCI- 代 数 上 寻找 一 些 变 换 , 让 它们 关于 变换 的 合成 作成 半 群 ， 第 四 ， 
1993 4E, 韩国 数学 家 田 英 培 等 通过 在 BCI- 代 数 上 再 添加 一 个 半 群 结构 而 形成 BCI- 半 
Et, 并 说 明 它 是 环 概念 的 一 般 化 . 本 章 通过 讨论 前 三 个 问题 来 反映 BCI- 代 数 与 群 和 
半 群 的 关系 , 第 4 个 问题 将 在 第 4、 第 5 章 作 专门 讨论 . 


3.1 结合 BCI- 代 数 与 对 合群 


1980 年 , 胡 庆 平 与 K. Iséki 引入 了 结合 BCI- 代 数 . 从 此 , 人 们 开始 研究 BCI- 代 
数 与 群 和 半 群 的 关系 . 


3.1.1 概念 与 例子 


定义 3.1.1. V (X,,0) 是 BCI- 代 数 , 如 果 Vr, y,z € X, 有 
(TY *Z = LT*(Y*2), (3.1.1) 
则 称 X 为 结合 BCRA. 
例 3.1.1 F X = {0,1}, 运算 “x” 规定 如 下 : 


则 (X,*,0) 是 结合 BCI- 代 数 . 
fij 3.1.2 3x G ÆU e 为 单位 元 的 对 合群 , 令 axb=a. b, N (G,*,e) 是 结合 
BCI- 代 数 . 
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Bl3.1.3 X X = {0,1,a}, 运算 “x” 规定 如 下 : 


则 (X,*,0) 是 BCI- 代 数 . 由 于 (1*a)«a—0,1*(aa) = 1, 故 XX 不 是 结合 的 . 
3.1.2 ”基本 性 质 


先 给 出 结合 BCI- 代 数 的 等 价 条 件 . 
定理 3.1.1 E (X,«,0) 是 BCL 代数, 则 以 下 命题 等 价 : 


(1) X 是 结合 的 ; 

(2) Yre X H0*«z-—z; (3.1.2) 
(3 Yzy EX H rxy=y*z; (3.1.3) 
(4) Yz,yE A (y *z)*r =y; (3.1.4) 
(5) Vr,y,z € X E zx«(y*z) -y*(z*z) (3.1.5) 
(6) Vx,y € X H x (ysz) — y. (3.1.6) 


证 明 (1) 全 (2) (0xz)*z—0*(r*2z)—0*0—0, 


zx*(0xg)=(rx0)*r=r*xr=0, 


NW Og = r. 
(2)=(3) (r*y)*(ysz) — ((0* z) * (0*y)) * (yz) = 0. 
z,y 互 换 得 
(y*Z)*(Z+g) —0, 


(320) z*(y*«z)—(y«z)*«zm—(ysz)*z- (z*y)sz. 


因此 , (1), (2), (3) 两 两 等 价 . 
(1)=(4) (y*«z)*«z—y*(r*z)-—y*0-y. 


OÜ*z-—(rs*z)*mr-z. 


z*(y*xz)-—-y*(r*z)-—y*0-—y. 

(6) 僵 (2) 0*z-0*(r*0)-z. 

因此 , (1)~(6) 相互 等 价 . 证 毕 
结合 BCI- 代 数 中 元 素 的 阶 的 特点 如 下 : 

定理 3.1.2 ”BCI- 代 数 (X,*,0) 是 结合 的 当 且 仅 当 x 中 非 零 元 的 阶 为 2. 


(4) 
(2) 
(1)=(5) mr*(y*z)—(z*y)*z-—(r*z)*y-—ys*(rsz). 
(6) 
( 
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证 明 WE OX 是 结合 的 , ioeo, 则 由 式 (3.12) 知 0*z — z, JJ O«z? —0, F 
是 |z| = 2. 
反 过 来 , Va 0, |a| = 2, 则 Yz € X, (0«z)«z —0, 由 于 
Ox (x * (0 z)) — (0 £)» (05 (0: x)) 
= (0x (0 (0: z)))«z = (0 * z) * z = 0, 


AR |z x (0»z)| = 1, 但 由 式 (3.1.6) 得 zx* (0x x)= 0, SO x — 2 由 定理 3.1.1 知 , X 


是 结合 的 . 证 毕 
定理 3.1.3 ae BCI- 代 数 X 的 BCK- 部 分 KP (X) = 0. 
证 明 KP(X)= (ze X|0«z—0). 由 式 (3.1.2) 知 0x*z 二 zx. 如果 x € KP(X), 
则 z=0， K KP La 证 毕 


定理 3.1.3 的 逆 命 题 不 成 立 , 反例 如 下 : 
Bj 3.1.4 X X —(0,1,2,3,4), 上 的 运算 “x” 如 下 : 


Ae 一 Ol 
a Nn ojo 
ww åy- O Aje 
KN- O A jN 
= O ÀA © DI 
O Aà Co) N meje 


容易 验证 , (X, «,0) 是 BCI- 代 数 , KP (X) = 0, 但 由 于 0«1—4 4 1, 故 X 不 是 结合 

定理 3.1.3 还 说 明 , 结合 BCK- 代 数 只 有 零 代 数 . 因此 , RAR BCL 代数 研究 其 
结合 性 才 有 意义 . 

定理 3.1.4 ”在 结合 BCT- 代 数 X 中 , 理想 、 滤 子 和 子 代数 等 价 , 从 而 结合 BCI- 代 
AUD ADS SER. 

证 明 ”由 式 (3.1.3) 知 , 理想 和 滤 子 显然 等 价 . 下 面 证 明理 想 与 子 代 数 等 价 . 

RI Æ X 的 任 一 理想 , vry € I, BR (3.14) 得 


(r*y)*y—z€l, 
但 r AXE, #HycI x«yel Am ros x 的 子 代 数 . 
设 了 是 X 的 子 代数 , 设 r*ycY,ycY, W 
z—(r*y)*ycY, 
从 而 Y 是 X 的 理想 . 证 毕 


定理 3.1.5 ”结合 BCI- 代 数 的 子 代数 、 理 想 、 滤 子 、 积 代数 ， 商 代数 和 同 态 象 也 
是 结合 的 . 
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证 明 设 节 是 和 的 子 代 数 , vy Ee Y, ly e x. 由 于 XX 是 结合 的 , 故 0xy==y. 
由 定理 3.1.1 知 , 也 是 结合 的 . 
由 定理 3.1.4 知 , X 的 理想 . 滤 子 也 是 结合 的 . 
设 了 是 X 的 理想 , 其 商 代 数 为 
X/I= (C, |z € X). 
VvreX B 0xr-—a, TAB 
Co * C; = Coxz 一 Cz, 
Am xI 也 是 结合 证 毕 
3.1.3 ”结合 BCI- 代 数 与 对 合群 


下 面 讨论 结合 BCI- 代 数 与 对 合群 的 关系 . 

定理 3.1.6 ”结合 BCI- 代 数 X 是 以 0 为 单位 元 的 对 合群 . 反 过 来 , 任意 对 合群 
是 以 单位 元 e 为 零 元 的 结合 BCI- 代 数 . 

WBA i (X,*,0) 是 结合 BCI- 代 数 , vre X f 0*z—z«0—-z Hz«r-0, 
WX 关于 运算 “+x” 是 以 0 为 单位 元 的 对 合群 . 

反 过 来 , 设 (G,-) 是 对 合群 , 由 例 3.1.2 知 , (G,.,e) EA e 为 零 元 的 结合 BCL 代 
数 . 证 毕 

定理 3.1.7 了 是 结合 BCI- 代 数 X 的 理想 当 且 仅 当 了 是 对 合群 X. 的 正规 子 群 ， 
并 且 结合 BCI- 代 数 X 关于 理想 7 的 商 代 数 , 即 为 对 合群 X 关于 正规 子 群 I 的 商 群 . 

证 明 WRI EGE BCI- 代 数 x 的 理想 , 则 由 定理 3.1.5 知 , 7 必 是 X 的 子 代 
数 , 从 而 Yz,y ET 有 zx*ycEr 又 由 定理 3.1.6 知 , (X,+) 是 以 0 为 单位 元 的 对 合群 ， 
并 且 xz-!=z el, 故 I 是 XX 的 子 群 . 但 由 定理 12.3 知 , X 是 交换 的 , 故 了 是 对 合群 
X 的 正规 子 群 . 

反 过 来 , 如 果 了 是 对 合群 X 的 正规 子 群 , 设 z*ae 了 7,aeT, 则 


z-—zr*(a*a)-—(rsa)«acl, 


故 了 上 是 BCI- 代数 x 的 理想 . 
设 BCI- 代 数 X 关于 理想 了 的 商 代数 为 
A= {Cr|z EI}. 
再 设 对 合群 X 关于 正规 子 群 了 的 商 群 为 
B-í(x*I|zel). 


VC: € A, Vy € C, H z«y,yszel. BT z-z7Aryel, TEyezsI, 
Bl C, C z«I. 
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反 过 来 , Yy ezxrT 有 zxry=zrlryeErT A r*xy=y*x eI, W y eE C, 从 而 
C,-z«I, FÆ A=B. 证 毕 
定理 3.1.8 ”结合 BCI- 代 数 X. PER zx 的 阶 与 对 合群 X 中 元 素 zx 的 阶 相 同 . 
证 了 明 由 于 0*z=z, 故 
Oxz” —(..((0Oxc)*z)*-)*m-—m*m* EE", 
于 是 
0x z" —0«& z" —0, 
从 而 zx 在 BCI- 代 数 X. 中 的 阶 等 价 于 z 在 对 合群 X 中 的 阶 . 证 毕 
3.4. BCI- 代数 的 结合 部 分 


1996 F, 罗 敏 起 引入 了 BCI- 代 数 的 结合 部 分 , 并 讨论 了 它 成 为 理想 的 条 件 . 
定义 3.1.2” 设 (X,*,0) 是 BCL 代数 , 将 


AP(X)= {TE XI0*z= 72} 


叫做 x 的 结合 部 分 . 

在 例 3.1.3 P, AP(X) = {0,0a}. 

显然 , X 是 结合 的 会 AP(X) = X, 从 而 APCX) 可 用 来 衡量 BCI_ 代 数 x 具有 结 
合 性 的 程度 , 即 AP(X) RAK, X 越 接 近 于 结合 BCI- 代 数 . 

Zh, 显然 , AP(X) nKP(X) = 0, 从 而 BCK- 代 数 的 结合 部 分 为 0. 

定理 3.1.9 ”BCI- 代 数 X 的 结合 部 分 AP(X) 是 X 中 最 大 的 结合 子 代 数 , 从 而 
AP(X) 关于 * 是 以 0 为 单位 元 的 对 合群 . 

证 明 — Hir 0«0—0, 1$ 0 € AP(X). Vz,y € AP(X), W 

Üsr-zrz, Üx*xy-—y 
故 
Ox(r*y)-—(0*z)«(0«y)—zr*y, 

从 而 z«y € AP(X), 即 AP(X) Æ X 的 子 代 数 , 显然 , APCX) 是 结合 的 . 

设 Y 是 X 中 的 任 一 结合 子 代数 ，vy e Y, 由 定理 3.11 知 0*y = y, 从 而 
y € AP(X), Bl Y C AP(X). 再 由 定理 3.1.6 知 , (APCX), +) 是 以 0 为 单位 元 的 对 合 
群 . 证 毕 

但 是 要 注意 : AP(X) 未 必 是 X 的 理想 . 例如 , 在 例 3.1.3 rH, AP(X) = (0,a) 为 
X 的 子 代数 , 但 由 于 1«a—a € AP(z), 1¢ AP(X), 故 AP(X) 不 是 X 的 理想 . FE 
给 出 AP(X) 成 为 理想 的 条 件 . 

定理 3.1.10 AP(X) 是 X 的 理想 e Vz,y e X, Va € AP(X), 由 xz*a=y*a 
可 推出 z= y. 

证 明 & XE sac AP(X), a € AP(X), Bl 
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O*(r*a)—-z*a, 0*a=a, 


故 得 
(0*«z)*a—m*a, 
从 而 0x — z, Bl x € AP(X), 从 而 AP(X) Æ x 的 理想 . 
=> R AP(X) Æ X 的 理想 , Va c AP(X), Bl Oxa =a, Vz,y E X, R z*a-—yxa, 
则 
(r*a)*y-(yxa)*y 
(y*y)*a—0*a-ac AP(X), 


(r*y)*a- 
并 且 AP(X) 是 X 的 理想 , W zyc AP(X), BlO«(z«y)o my. 

由 于 AP(X) 是 结合 子 代数 , HR (3.1.3) 得 

ax*(r*y)—(r*y)*«a-a, 

W a—012850*(z*y) 20, All z«y —0, 交换 z,y f8ys«z—0, H zy. 证 毕 

定理 3.1.11 Xt (X,,«,,0,)(i € D) 是 一 族 BCI- 代 数 , (X,*,0) 是 它们 的 积 代 数 ， 
AP(X;) 是 X; 的 结合 部 分 , 则 

= [| AP(X:;) 


iED 
是 (X,*,0) 的 结合 部 分 . 
WERA {ER € AP(X), W O« / — f, WI vie D 
0; x; f(i) = f(i), 
从 而 fl) e AP(Xi), 进而 fe [[ AP(Xi), 即 得 
i€ED 
X) c TI AP(X;). 
icD 
反 过 来 , vf e [ [ AP(Xi), W FG) e APQG), vie D, BI 0; «; f (i) f (i), B 0» f — f, 
€D 
于 是 f € AP(X), 故 
][4P(x5 € AP(x), 
i€ED 
所 以 
= | [ AP(X). 证 毕 
icD 


3.2 广义 结合 BCI- 代 数 与 交换 群 


1983 年 , 雷 天 德 引 入 了 广义 结合 BCI- 代 数 , 后 来 又 以 等 价 的 方式 称 之 为 z 半 单 
代数 , 这 是 一 类 十 分 重要 的 BCT 代数 . 因为 , 一 方面 , 它 与 BCK -代数 形成 BCL 代数 
的 两 个 极端 ; 另 一 方面 , 它 与 交换 群 有 紧密 的 联系 . 本 节 给 出 广义 结合 BCL 代数 的 概 
念 和 基本 性 质 , 特别 是 讨论 它 与 交换 群 的 关系 . 
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3.2.1 概念 
在 3.1 节 已 经 知道 , 结合 BCL 代数 X. 中 有 一 个 重要 公式 0* x = z, 从 而 有 
0x (0xz) =z. 
定义 3.2.1. V (X,«,0) 是 BCI- 代 数 , 如 果 ve e X & 
0* (0*2) = 7z, (3.2.1) 


则 称 X 为 广义 结合 BCI- 代 数 (p- 半 单 BCI- 代 数 ). 

EA, 广义 结合 BCI- 代 数 是 结合 BCI- 代 数 的 推广 ， 也 存在 非 结 合 的 广义 结合 
BCI- 代 数 的 例子 . 

例 3.2.1 3X X —101.2.3.4), 运算 “x” 规定 为 


容易 验证 , (X,*,0) 是 广义 结合 BCL 代数 , 但 由 于 0* 1 = 4 关 1, WX REHASH. 
例 3.2.2 i£ X = {0,a,5), 运算 “x” 规定 为 


容易 验证 , (X,*,0) 是 BCI- 代 数 , 但 由 于 0* (0* a) 20 Z a, B X 不 是 广义 结合 的 . 
3.2.2 BAHA 


定理 3.2.1 设 (X,x*,0) 是 BCI- 代 数 , W x 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 X 的 BCK- 
部 分 KP(X) = 0. 
证 明 二 > Vr E KP(X) 有 0x*z =0, 从 而 
T=0*(0*Zz)=0*0= 0, 
故 KP(X) = 0. | 
«€ Vrc X, 4y-0x(0x»z), W 


y*z-—(0*(0»z))*z-(0*z)*(0xaz) —0, 
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—(0 * z) x (0 x (0 x (0 x z))) 
=(0 * z) » (0 * z) = 0, 


H zxy € KP(X) =0, 1E KP(X) 20, B z«y = 0, AM z= y= 0x (0x), AA X 
是 广义 结合 的 , 证 毕 

定理 3.2.1 说 明 , EF BCK- 代 数 不 是 广义 结合 的 , 即 既 是 广义 结合 又 是 BCK- 代 
数 只 能 为 0, 从 而 广义 结合 BCL- 代 数 与 BCK- 代 数 是 两 个 极端 情况 . 

由 定理 2.1.6 知 , x 是 极 小 元 会 0* (0 * z) = c, 故 有 如 下 定理 : 

定理 3.2.2 BCI- 代数 X 是 广义 结合 的 e x 的 每 个 元 素 都 是 极 小 元 . 

下 面 给 出 广义 结合 BCI- 代 数 的 基本 公式 . 

定理 3.2.3 ”在 BCI- 代 数 X 中 , vz,y zaexX, 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) X 是 广义 结合 的 ; 


(2) x * (0* y) = y * (0x x); (3.2.2) 
(3) 0# (2 * y) = y * z; (3.2.3) 
(4) x * (y * z) = z x (y * £); (3.2.4) 
(5) z * (z *y) =y; (3.2.5) 
(6) (z*z)*(z*y)— y*a; (3.2.6) 
(T) (z*«z)*(ysz)— z*y; (3.2.7) 
(8a*r-—-a*sy-oz-y (3.2.8) 
(9 rz*a—y*a- z- y. (3.2.9) 


证 明  (1)5(2) 由 于 0* (0x x) —z,0*(0xy) =y, WE 
z x (0 »* y) = (0x(0*z))*(0xy)— (0 * (0 x y)) * (0 * £) = y » (0 * z). 


(2)=(3) 0x (zx xy) = (0 * z) x (0x y) = y * (0 x (0 * z)) 
= y * (z x (0 *0)) = y * z. 

(320) War=0 0» (0xy)=y*0=y. 

因此 , (1), (2), (3) 互相 等 价 . . 

(3)=(4) z*(y*z)— x x» (0x (zx y)) = (z * y) * (0 * x) 
=(z * (0 * x)) * y = (x x (0x z)) x y = (£ * y) * (0 * z) 
=z x (O * (x *y)) = z * (y * z£). 

(4)=>(5) Hüy—zfimr«(r*z)—zs(r*2)—z*02z. 


(5)=(6) (y*m) » ((2 * £) e (z x y)) = (rem) (Gn (z x y)) a) 
= (y* x) * (y * 1) = 0. 
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又 由 于 ((z*2z)*(z*y)»(g*z)20, M (z«z)«(z*y)- yx. 
(69) 取 z=7z=0 得 
Ox (0*9) = (0*0)*(0xy)-y*0- y. 
因此 , (1)~(6) 互相 等 价 . 
(1) 寺 (7) 由 式 (2.1.11) 得 (zx*z)*(y*z) zy. EX (2.1.8) 得 
u-(r*y)*((r*z)*(y*2)) 2(x*y)*(z*y) —0, 
W u € KP(X). 又 由 定理 3.2.1 4] KP(X) = 0, 即 得 
u = (x * y) » ((x » z) » (y * z)) = 0, 
从 而 x *y = (x * z) * (y * z). 
(7) 一 (3) HR zz (z*x)»(y»r)=x*y, H O0Ox*(y*xr)=rx*y. 
(8—(1) HF 0*(0»(0*2) =0*zx, 则 由 左 消去 律 得 
0x (0x x) — x. 
(1)—(8 9Uta*z-—axy, M 
0—(axz)«(a«y)Xyxz, 
A y*zeKP(X)-0, 从 而 yxz 二 0. zy ER z * y= 0, MW z= y. 
(1029(9 设 zxa=yxa, 则 
0 = (z *a)*(y*a) &rz*y, 
HW rye KP(X)=0, B r«y—0. z,y BRI y *r=0, I z — y. 
(9)—(1) (0* (0* Zz))*Zz=0=z*Zz, 由 右 消 去 律 得 
0* (0 z) =z, 
A X 是 广义 结合 的 . 证 毕 
定理 3.2.4 BCI- 代数 X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 每 个 非 0 元 的 阶 都 大 于 1. 
WA = vrex, 由 于 


O x (x x (0 x (0: z))) = (0x x) * (0 * z) = 0, 
则 xx (0 (0x z))| «1. 由 已 知 得 
z * (Oæ (0 z)) = 0, 


但 显然 
(0 (0oxz)*z=0， 
故 
0« (02) — z, 
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从 而 x 是 广义 结合 的 . 
> 设 久 是 广义 结合 的 且 jz| = 1, BL O*z —0, Ari z € KP(X) —0, E x — 0, 
从 而 当头 0 时 有 |z| > 1. 证 毕 
定理 3.2.5 ”在 广义 结合 BCL- 代数 x 中 , 子 代数 与 滤 子 等 价 , 并 且 它们 都 是 理 
证 明 Y d x 的 子 代数 , WE y yz c Y, 则 由 式 (3.2.5) 知 
r—ys*(y*m)cY, 
AW: Y Ex BET. 


Wy rz*ycY, W ox«yc Y, ER (32.3), (3.24), (3.2.5) 得 
z = y * (y * x) = y * (0 * (£ * y)) = (2 * y) * (0 * y) € Y, 
从 而 Y 是 X 的 理想 . 
i F EÈ X 的 滤 子 , vr yecF E 
zx(r*y)=yEF. 


由 于 F 为 滤 子 , 故 rye F, Am FÆ XETRA. 证 毕 
定理 3.2.6 ”广义 结合 BCL- 代 数 的 子 代数 、 积 、 商 和 同 态 象 都 是 广义 结合 的 . 
证 明 与 定理 3.1.5 类 似 . 

3.2.3 “广义 结合 BCI- 代数 的 伴随 群 
定理 3.2.7 ”任意 交换 群 (G, 十 ) 关于 减法 运算 作成 以 0 为 零 元 的 广义 结合 BCL 

代数 , 称 之 为 交换 群 G 的 伴随 BCI 代数 . 

WEBB HA 2.1.3 知 , (G, -，) 是 BOARA, 并 且 由 于 
0 — (0— 2) =0, 

故 它 是 广义 结合 BCI- 代 数 . 证 毕 
定理 3.2.8 H(X, x, 0) 是 广义 结合 BCR, Ve, y € X, 规定 z+y = zx(0 x y), 

则 (X,+) 是 以 0 为 零 元 的 交换 群 , 并 且 Oe m 为 z 的 负 元 , RZA BCL 代数 X 的 伴 

随 群 . 

证 阴 ”Vzx,y,z eX, 由 定理 3.2.3 得 


z4yoce(0ey)-ys(Qez) - yz, 
(z+y)+z=(y+z)+z 
= (y * (0 x 2) * (0 * z) = (yo (09 z)) * (0 * £) 
=(y+z)+r=z+(y+2), 
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04 2—0*(0xz)-—z, 
(0* x) 4- z = (0s z)*(0*z) —0, 


故 (X, +) 是 交换 群 , 0 293976, 0*z 为 z 的 负 元 . 证 毕 

定理 3.2.9 ”一 个 交换 群 的 伴随 BCI- 代 数 的 伴随 群 为 G 自身 , 一 个 广义 结合 
BCI- 代 数 X 的 伴随 群 的 伴随 BCI- 代 数 也 为 X 自身 . 

证 了 明 ” 设 交 换 群 (G,+) 以 0 AER, 其 伴随 BCI- 代 数 为 (G, 一 ,0), (G, —,0) 的 
伴随 群 的 运算 为 

z—(0—y)—zz-y, 

改 (G, —.0) 的 伴随 群 为 (G,+). 

X (X,*,0) 为 广义 结合 的 BCI- 代 数 , 其 伴随 群 中 的 运算 为 


T+Y= LT*(0*Y), 
FEF (X,+) 的 伴随 BCI- 代 数 中 的 运算 为 
z-y-rt(-y)-zt0*y-rz*(0x(0*y)-—zrx*y, 


故 群 (X,+) 的 伴随 BCI- 代 数 即 为 (X,*,0). 证 毕 
定理 3.2.10 R NAE BCI- 代 数 (X,*,0) 的 伴随 群 为 (X,-+), AC X, B] A 
是 BCI- 代 数 (X,*,0) 的 子 代数 A 是 伴随 群 (X +) 的 子 群 . 
证 明 全 VroyceA 0-z*rcA, Sb —y—0«yc A, 并 且 有 


zd4y-r*(0*y)eA, 


故 4 是 (X, 十 ) 的 子 群 . 
< X AJ (Xv) 的 子 群 , 显然 , 0e Avr yc A, 则 有 z-ye4 从 而 


Txy=zx x (0*(0*xy)) =r-yEA, 


所 以 4 是 (X,«,0) 的 子 代数 . 证 毕 

由 定理 3.2.5 知 , 广义 结合 BCI- 代 数 的 子 代数 都 是 理想 , 而 交换 群 中 的 子 群 都 是 
正规 子 群 , 从 而 由 定理 3.2.10 得 到 如 下 定理 : 

定理 3.2.11 ” 设 广 义 结合 BCI- 代 数 (X,*,0) 的 伴随 群 为 (X, 十 ), 如 果 4 是 伴 
随 群 (X,+) 的 正规 子 群 , 则 A 必 是 BCL 代数 (X,*,0) 的 理想 , 并 且 伴随 群 OX, +) X 
于 正规 子 群 4 的 商 群 即 为 BCI- 代 数 (X,*,0) 关于 A 的 商 代数 的 伴随 群 . 

证 明 RE (X,+) 关于 4 的 商 群 为 


a= {z+ Alz eX}, 


32 广义 结合 BCI- 代 数 与 交换 群 .79 . 


BC 代数 (X,*,0) 关于 A 的 商 代数 为 
B -—-(C.lrex). 
首先 , 证 明 a = 8. VC, € 8, Yy € Cr, Dll y «zx, ry c 4h, 从 而 
z—y-r*(0x(0*y))-—z*ycA, 
故 y ez+4, 即 得 CSEz+4. 反 过 来 , Vz E x 十 4, 即 z-ze Ah,z-ze4, 即 
T*z,z*T € Á, Wz ECs, MI £ +A CC, TÆKI) Cr =z+ 4. 由 z 的 任意 性 知 
a= B. 
其 次 , 证 明 o 中 的 加 法 是 6 的 伴随 群 的 加 法 . 设 商 代数 6 的 伴随 群 中 的 运算 为 
6, VC,,C, EB 有 
C; © Cy =Cr*(Co* Cy) = Cero0ry) = Crty = (z- y) -- A 
=(z+ A)+ (y4- 4), 
即 
(z+A)B(y+A)= (z - A) - (y - A), 
从 而 a 是 8 的 伴随 群 . 证 毕 
定理 3.2.12 B XAA BCI- 代 数 (X,*,0) 的 伴随 群 为 (X,+), Vx € X, WW) x 
在 BCI- 代 数 中 的 阶 与 z 在 伴随 群 中 的 阶 相 等 . 
证 明 è ne=r+r+ -+r 
次 
(o n (02) (0*2) x ++) * (0&2) 
=(0 » (0 z)) » (0 * z)*-! 
=0 x (0x £)” = 0x (0 * z^). 
WÈ 0sz^ = 0, Wj nz —0x(0x2z^)—0*0-—0. 
如 果 nz = 0, BH Ox (0 z^) — 0, 则 
O * z^ = 0x (0x (0x z")) — 0, 
故 Oxx” —0 HHRH nz = 0, 从 而 zx ÆR (X,+) 中 的 阶 与 z 在 BCLT 代数 (XX,*,0) 
中 的 阶 相等 . 证 毕 
3.24. _ BCI- 代数 的 广义 结合 部 分 (p- 半 单 部 分 ) 
定义 3.2.2. WE (X,«,0) 是 BCL- 代数, 将 
SP(X)={z EXIO*(0*7z)= zx} 
叫做 X 的 广义 结合 部 分 (p- 半 单 部 分 ). 
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显然 , BCI- 代 数 X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 SP(X) = X, 从 而 SP (X) 可 用 来 衡 
Ex 接近 广义 结合 的 程度 , 即 SP (X) RAK, 则 X 越 接 近 广 义 结合 BCI- 代 数 . 
定理 3.2.13 SP(X) 是 X 的 极 小 元 的 集合 , 从 而 
SP(X)= {0*z|z eX}. 


WEBB ”由 定理 2.1.6 得 , x 为 极 小 元 € 0*(0xz) =x, W SP (x) Bg X 的 极 小 
元 之 集 . 
vzeSP(X),z=0*r(0+*2z), 取 aa=0*z, 即 得 z=0*a. 反 过 来 , Vr € X, 由 于 
Ox (0: (0s z)) 一 0#2) 
A 0*zx c SP(X), 从 而 有 
SP(X)= (0xz|xr e X). 证 毕 
定理 3.2.44. SP(X)d4 X 的 广义 结合 子 代数 . 
WERA  Vr,y e SP(X) H 0x(0«z)—z,0*(0*y) 2 y, W 


O * (O*(z*y)) = (0*(0»2)) *(O* (0«y)) = zy, 


BU z«y e SP(X), 从 而 SP(X) 是 X 的 子 代 数 , 进而 (SP (X),«,0) 是 广义 结合 子 代 
数 . 证 毕 
定理 3.2.15 ”BCI- 代 数 X 的 广义 结合 部 分 SP (X) 关于 以 下 加 法 : 
z4y-rs*(0xy) 


是 一 个 以 0 为 零 元 的 交换 群 . 

证 明 ”由 定理 3.2.14 知 , SP (X) 是 X 的 子 代 数 , 并且 Vx € SP (X), x = 0*(0x z), 
故 (SP (X),«,0) 是 广义 结合 BCI- 代 数 . 由 定理 3.2.8 知 , (SP (X), +) 是 以 0 为 零 元 
的 交换 群 . 证 毕 

定理 3.2.16 。” BCI- 代数 X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 SP (X) 是 x KHET. 

证 阴 ”如 果 义 是 广义 结合 的 , 则 SP (X) = X. 显然 , X 是 x KET. 反 过 来 , 如 
AR SP (X) Æ X 的 滤 子 , 则 vz c X, 由 定理 2.1.6 知 0«z € SP(X). 又 显然 0 e SP(X), 
故 zeSP(X), 从 而 SP(X) = X, Bl. x 是 广义 结合 的 . 证 毕 

定理 3.2.17 ”SP (X)mKP (X) = 0, AP(X) C SP (X). 

证 明 vzeSP(X)nKP(X) 有 0xr(0rz)=z, 并 且 0rz=0, 故 z=0, 即 得 


SP(X)nKP (X) «Q0. 
yz € AP(X),0*z— z, i 


Ox(0xz)-—0»z-—z, 


BB ze SP (X), 从 而 P(X) C SP (X). 证 毕 
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定理 3.2.18 X (Xi,*i,0i)(i € D) 是 一 族 BCI- 代 数 , (XX,*,0) 是 它们 的 积 代数 ， 
SP(X;)Jé X, 的 广义 结合 部 分 , 则 


SP(X) = [[ SP(X;) 


icD 
是 (X,«,0) 的 广义 结合 部 分 . 
证 明 与 定理 3.1.11 类 似 . 


3.3 MAE BCI- 代 数 与 交换 半 群 
1990 E, 惠 昌 常 从 另 一 角度 把 结合 BCI- 代 数 推广 为 拟 结 合 BCI- 代 数 . 1996 年 ， 
刘 用 的 又 引入 了 它 的 加 法 序 半 群 , 并 给 出 了 它 的 性 质 . 
3,3.1 ”概念 与 基本 性 质 
定义 3.3.1 ” 设 (X,*,0) 是 BCI- 代 数 , 如 果 vry ze X 
(z*y)*z&m*(ysz), (3.3.1) 


则 称 (X,,0) 为 拟 结合 BCI- 代 数 . 
显然 , 结合 BCI- 代 数 必 是 拟 结 合 的 , 也 存在 着 非 结合 的 拟 结合 BCL 代数 . 
例 3.3.1 设 X={0,a， b), 规定 运算 “x” 如 下 : 


容易 验证 , 它 是 拟 结合 的 , 但 不 是 结合 的 . 
定理 3.3.1 设 X 是 BCL 代 数 , Vz,y,z e X, 则 以 下 命题 等 价 : 
(1) X 是 拟 结 合 的 ; 


(2) 0* (0* z) 2 0*2; (3.3.2) 
(3) 0 * (z * y) = 0*(y*2); (3.3.3) 
(4) (0 * £) «y = 0 * (£ y). (3.3.4) 


证 明 (1)=(2) 由 于 0*(0*7) 之 (0*0)*z 二 0*z, 由 式 (2.1.8), (2.1.12) 得 
Ox*(0xz) «0*(0x(0xz)) —-0xz, 
W O x (0+ r) =0* z. 
(2)=(3) 0%» (xy) = (0 =x) x (0y) = (0* (0x z)) « (0 * y) 
= (0 (0 x y)) * (0* z) = (0 * y) * (0 * z) 
=0 x (y * x£). 
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(3)25(4) 0x (x xy) =0 x (y * x) = (0*y) * (0*2) 
—(0*(0»2))*y 
=(0 » (x » 0)) x y = (0 * x) * y. 
(4)=(1) (Cex y) z)» (z * (y = 2) 
= ((x» (z » (y » z)))*y)* z 
< ((y * z) x y) * z = ((y * y) * z) * z 
= (0 * z) xz = 0 x (z * z) = 0*0 = 0, 


W (xy) xz <x (y* z). 证 毕 
定理 3.3.2 ”BCI- 代 数 X 是 拟 结合 的 e vrexX i| «2. 
uE =  vVxeX,(0»«z)*z—0*(r*z)—0*0—0, 7X |z| « 2. 
€ Vry, zE X, WT |z| «2,8 (0«2)*z —0. HX (2.1.9) 得 
((y*z)*y)*z-— ((y*ey)*z)*z-—0*z? —0. 
再 由 式 (2.1.11) 得 


(r*y)*z-—((r*y)*z)*(((yx*z)*y)a) 
K(z*y)*((y*xz)*y) < zx (yx z), 


A OX 是 拟 结合 的 . 证 毕 
定理 3.3.3 BCL 代数 X 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 SP(X) 为 结合 子 代 数 . 
证 明 => HFX EMAER, Ye e SP (和 X) 有 0*(0*x z) = x, B O«(0x z) = 0*z， 
故 0*z=z. 由 定理 3.1.1 知 , SP (X) 为 结合 子 代数 . 
€ yzreX, 由 定理 3.2.13 40 « z € SP (X), 但 SP (X) 为 结合 的 , 故 
0x (0x z)—0s*z. 


由 定理 3.3.1 4n, X 是 拟 结合 的 . 证 毕 
定理 3.3.4 ” BCI- 代数 X. EWB e X/KP (X) 为 拟 结合 的 . 
证 明 — — X/KP(X)-—(C.|re X]. 
vre X, BF Xx 是 拟 结合 的 , 故 0* (0* z) = 0* z, 于 是 有 
Co * (Co * Cz) = Co«(0«z) = Cows = Co * Cz, 
M OX/KP (X) 为 拟 结合 的 . 
= Vz € X, Co * (Co * Cz) = Co * Cz, Bp Co«(0«a) = Coxs, 故 有 
(0* (0: z)) * (0* z), (0* z) « (0« (0« z)) € KP (X), 
BH 
Ox ((0 (O * z)) x (0 2)) = O » (0 £) « (0 (0 z))) = 0, 
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从 而 
(0*xZ)*x(0*x(0*Z)) 一 (0+(0*Z))*(0*Z) 一 0， 
A O*(0xz)-—0xz, I X EMEARI. 证 毕 
定理 3.3.5 ”BCK- 代 数 和 结合 BCI- 代 数 都 是 拟 结合 的 . 
uEBH 设 久 是 BCK- 代 数 , Vx € X H 0» — 0, AM 


0x (0*z)—0*x0—0-0»xz, 


故 X 是 拟 结合 的 . 
i X 是 结合 BCI- 代 数 , vz e X 有 0*z = zx, 从 而 


0 * (0: z) — Ox, 


故 X 是 拟 结合 的 . 证 毕 
定理 3.3.6 。 BCI- 代数 x 是 结合 的 当 且 仅 当 x 既是 拟 结合 的 又 是 广义 结合 的 . 
证 明 如果 x 是 结合 的 , 则 由 定理 3.3.5 知 , X 是 拟 结合 的 . 显然 , X 是 广义 结 

合 的 . 

设 X 既是 拟 结合 又 是 广义 结合 的 , 即 ve ex A 


O*(0xz)—O0*z, Ox*(0*z)—zm, 


从 而 0*z=z, 故 X 是 结合 的 . 证 毕 
定理 3.3.7. Wt BCI- 代 数 X 是 拟 结合 的 , 则 
(1) SP (X) 必 是 X 的 闭 理想 ; 
(2) X/SP (X) 是 BCK- 代 数 . 
证 明 — (1) 定理 3.2.14 已 经 说 明 , SP(X) 是 X 的 子 代数 , 下 面 证 明 SP (X) Æ X 
的 理想 . 设 my * x € SP (X), 由 定理 3.3.3 知 , SP (X) 为 结合 子 代数 , 故 


y—y*(z*z)—(y*«z)*reSP(X), 


故 SP(X) X X 的 理想 , 从 而 必 是 闭 理 想 . 
(2) 由 于 SP (X) WRA, WHE 2.5.3 知 Co = SP(X). Yz € X, 由 于 
0*z cSP(X)- Co, WA 
Co * Cr = Coxz — Co, 


故 X/SP (X) 为 BCK- 代 数 . 证 毕 
定理 3.3.8 ” 拟 结 合 BCI- 代 数 的 子 代数 、 积 代数 、 商 代数 和 同 态 象 都 是 拟 结合 
的 . 
证 明 与 定理 3.1.5 类 似 . 
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3.3.2 MAE BCI- 代 数 的 交换 序 半 群 
定理 3.3.9 — WE (X,*,0) 是 拟 结合 BCI- 代 数 , 规定 
z4-y-—0*(r*y), 
W (X,+) 是 交换 序 半 群 . 
WEBB ”首先 , vz,y € X, 根据 式 (3.3.3) 知 
THY=0*(T*Y) =0*(y*7r) = y+7, 
从 而 有 


(z +y) z =(y +x) + z= 0» ((0 x (y * £)) * z) 
=0 * (((0 y) * z) * z) = Ox (((0 * y) * z) * z) 
=0 x ((0* (y *2))* £) = (y+ 2) +z 
=z + (y + 2), 


故 (X,+) 是 交换 半 群 . Y r< y, NU z*«yXz*z, 于 是 
O» (z * £) & 0*(z*Y), 


从 而 有 z+e<z+y Br+z<sy+z, W(X, +) 是 交换 序 半 群 . 证 毕 
定义 3.3.2. Wt X 是 拟 结合 BCI- 代 数 , 把 定理 3.3.9 中 的 (X, +) 叫做 x 的 交 
TREE. 
定理 3.3.10 MAE BCI- 代 数 X 的 子 代数 的 交换 序 半 群 是 X 的 交换 序 半 群 
的 子 半 群 . 
WEA 设 了 是 X 的 子 代数 , 则 0 € Y. Vry EY,T+Yy=0*(z*y) EY, $ 
(Y, +) Æ (X,+) 的 子 半 群 . 证 毕 
定理 3.3.11 WEA BCI- 代 数 X 的 理想 必 是 其 交换 序 半 群 (z, +) 的 子 半 群 . 
WEB] 设 工 是 (X,*,0) 的 理想 , Vz,y e T, 由 式 (3.3.4) 得 


(Oxy)*y=0*(y*y) —0cI, 
故 0xy E717, 从 而 有 
(£ +y) * x =(0 * (xx y)) * z = 0 » ((£ * y) * z) 
—0*((r*z)*y)-—0»*(0*y)—-0*ycI. 
由 于 了 是 (X,*,0) 的 理想 , 故 z+y € I, 从 而 了 是 (X, +H 的 子 半 群 . 证 毕 


定理 3.3.12 H (X,*,0) 是 拟 结合 BCI- 代 数 , 则 以 下 命题 等 价 : 
(1) (X,*,0) 是 广义 结合 的 ; 
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(2) (X,*,0) 是 结合 的 ; 

(3) 交换 序 半 群 (X,+) 是 以 0 为 么 元 的 么 半 群 ; 

(4) 交换 序 半 群 (X, 十 ) 是 以 0 为 么 元 的 群 . 

证 明  (1(2) 由 定理 3.3.6 得 出 . 

(2(3) 由 定理 3.3.9 知 , (X,+) 是 交换 半 群 . vzeX 有 

04 z-—0x*(0*r)—zm, 

故 0 为 (X,+) BEA C. 

(32(4 vze 久 有 

(0 * £) x =0 * ((0xz)*z) = (0*(0*2))» (0*z) 
=(0 * x) * (0 * z) = 0, 

故 —z-—0*z, 从 而 (X,+) 是 群 . 

(4)—(1) 0x*(0xz)=0+Tz=z, 故 (X*0) 是 广义 结合 的 . 证 毕 
3.3.8. ” 拟 结合 部 分 

定义 3.3.3” 设 (X,*,0) 是 任意 BCL 代数, 将 

QP(X) — (x EXIO*(0*7) 20»z) 

叫做 X 的 拟 结合 部 分 . 

例 3.3.2 WX X = {0,a,b,c} ,运算 “x” 规定 为 


可 以 验证 , (X,*,0) 是 BCI- 代 数 , 并 且 
QP(X) 一 (0,6), SP(X) = {0, a, c} , AP(X)=0. 


显然 , QP(X) 的 大 小 可 以 刻画 X 是 否 接近 拟 结合 BCI- 代 数 , 并 且 由 定理 3.3.5 
知 KP(X), AP(X) C QP(X). 

定理 3.3.13 QP(X) 是 (X,*,0) 中 的 最 大 拟 结 合子 代数 . 

证 明 Vz,y € QP(X) 有 


Ox*(0*z)—O0x*z, Ox*(0*y)=0*y, 
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Ox (0 * (z*2)) =(0 * (0 * z)) * (0 (0 y)) 
—(0*z)*(0xy)-20*(r*y), 
A z«y c QP(X), HLEA 0 € QP(X), 故 QP(X) 是 X 的 子 代数 , 它 显然 是 拟 结 
合 的 . 
设 节 是 式 中 的 任 一 拟 结 合子 代数 , Vy e Y, 则 必 有 
0*(0*y)—O0xy, 
8I y € QP(X), 从 而 Y c QP(X). 证 毕 
定理 3.3.14 QP(X) 是 BCI- 代 数 X 的 闭 理 想 . 
证 了 明 ”由 定理 3.3.13 知 , QP(X) 是 X 的 子 代数 , 下 面 证 明 它 是 X 的 理想 . 
W z e QP(X), y«z e QP(X), 由 于 QP(X) 是 拟 结合 子 代数 , 故 由 定理 3.3.2 A 
Iz|, |y * z| « 2, BI 
(0*2)*z-—0, (0x(y*z))*(yxz) —0. 
又 由 于 
(0* (y2)) * (y * £) =((0 x» y) * (0*2)) * (y * £) 
=((0 » (0 * £)) * y) * (y * 1) = ((0 + z) * (y * 1)) * y 
一 ((0* (y * £)) * x) * y = (((0 * y) * (0 x £)) * £) * y 
=(((0 » (0*2)) y) * x) * y = (((0 * (0 x £)) * £) * y) * y 
—(0* y) * y, 
故 (0 y) * y — 0, 从 而 有 
0x (0* y) = (0*y)*y)*(0*y) = ((0 * y) x (0*9) *y —0*y, 
Bl y € QP(X), 故 QP(X) 是 X 的 理想 . 证 毕 
定理 3.3.15 . QP(X)NSP(X) = AP(X). 
证 明 ”显然 , AP(X) C QP(X), AP(X) C SP(X), i 
AP(X) € QP(X) n SP(X). 
vz = QP(X)nSP(X), 则 
Ox (0x z) = 0x z,0x(0xz)—z, 
B O*z-—z, Bl z e AP(X), 从 而 


QP(X)nSP(X) = AP(X). 证 毕 
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定理 3.3.16 W {(Xi,*i,0i) i € D) 是 一 族 BCI- 代 数 ，(X,*,0) 是 它们 的 积 代 
数 , QP(X;) 是 X; 的 拟 结合 部 分 , 则 
QP(X) = || P(x: 
ED 
是 (X, x, 0) 的 拟 结合 部 分 . 
证 明 与 定理 3.1.11 类 似 . 


3.4 一 般 BCI- 代 数 的 加 法 序 半 群 


本 节 通 过 引入 一 般 BCI- 代 数 的 加 法 和 加 法 序 半 群 的 概念 , 讨论 它们 的 性 质 , 并 用 
它们 分 别 刻画 结合 、 广 义 结合 、 拟 结合 和 话 零 BOARA, 以 反映 一 般 BCL 代数 与 半 
群 的 紧密 联系 . 

3.4.1 一 般 BCI- 代 数 与 加 法 序 半 群 
在 广义 结合 BCI- 代 数 中 , 令 
T+Y= zT x (0*Y), 


则 (X,+) 是 以 0 为 零 元 的 交换 群 . 
在 拟 结 合 BCI- 代 数 x 中 , 令 


z+y=0* (zr*Yy), 


W (X,+) 是 加 法 序 半 群 . 
在 一 般 BCI- 代 数 中 , 能 否 给 出 一 个 加 法 , 将 以 上 广义 结合 BCI- 代 数 中 的 加 法 和 
拟 结合 BCI- 代 数 中 的 加 法 统一 起 来 , 并 使 X 关于 统一 后 的 加 法 作成 加 法 半 群 ? 
定义 3.4.1 在 BCL 代数 X 中, 将 运算 


z+ y= 0 * ((0* z) xy) 


叫做 x 上 的 加 法 . 
在 结合 BCI- 代 数 中 , 由 于 0* z = z, 所 以 定义 3.4.1 中 的 加 法 可 化 简 为 


zy-c*y, 


这 与 34 节 中 关于 结合 BCI- 代 数 的 对 合群 中 的 运算 一 致 . 
在 广义 结合 BCI- 代 数 X P, 由 于 0* (0* z) = z, 所 以 定义 3.4.1 中 的 加 法 可 化 
简 为 
T+Y= 2*(0*Y), 
与 3.2 节 中 关于 广义 结合 BCI- 代 数 的 伴随 群 中 的 加 法 一 致 . 
在 拟 结合 BC 代数 中 , 由 于 0* (0*z) = 0c, 所 以 定义 3.4.1 中 的 加 法 可 化 简 为 
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z+Y=0*(Z*Y), 


这 与 3.3 节 中 拟 结 合 BCL 代 数 的 加 法 一 致 . 

因此 , 定义 3.4.1 统一 了 结合 、 广 义 结 合 与 拟 结合 BCI- 代 数 中 的 加 法 . 不 仅 如 此 ， 
以 上 加 法 还 有 以 下 公式 : 

定理 3.4.1 ”在 一 般 BCL 代数 和 中 , Vx,y,zE 关 有 

(1) 交换 律 : my yon 

(2) ESME: (x +y)+z=(£+2)+y, z-(yMz)-—-y- (rz; 

(3) 结合 律 : (x--y) -z 9 xc (yz) 

(4) 保 序 律 : z <y >z+r<z+yxr+z<y+z. 

WERA (1)z+y=0*((0*z)*Y) =0*((0*y)*T) — yz. 

(2) 由 定义 3.4.1 WA (2.1.12) 得 


(x+y) z =0 æ 0x0* ((Qx z) «y))»2z) 
z(0*((0xzz)xy))*(0x2)-—0(((0xz)»y)»z). 


yz 互 换 得 
(x + z) +y = 0» (((0* £) * 2z)» y) = 0» (((0 * £) * y) * z), 
所 以 
(rty)tz-—(rtz)oy. 
再 由 (1) 可 得 


T+(y+2)=Y+ (r+ 2). 
(3) 由 (1) 和 (2) 得 
(rc-y)*tz-—-(ycez)tz—(ytz)vtz—r-c(y-2) 
(4) ET z <y, FIEL Oy «0x z, A (0*y)*z € (O«a) «z, 从 而 
Ox ((0* z) « 2) « 0 ((0x y) * z), 
即 z+z<y+z. 又 由 (1) 得 z+z<z+y. 证 毕 


定理 3.4.1 说 明 X 关于 以 上 运算 “+” 和 偏 序 “<” 是 一 个 交换 序 半 群 . 
定义 3.4.2 WE (X,*,0) 是 BCL 代数 , 把 X 关于 运算 


zdy-0s((0xzr)xy) 
作成 的 加 法 序 半 群 叫做 X. 的 加 法 序 半 群 , 309 (X, +, <). 
由 前 面 的 讨论 可 见 , 结合 BCI- 代 数 X 的 加 法 序 半 群 是 对 合群 , 广义 结合 BOAR 


数 X 的 加 法 序 半 群 就 是 X 的 伴随 群 , 拟 结合 BCI 代数 X 的 加 法 序 半 群 就 是 .3.3 节 
中 的 半 群 (X, +). 
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定理 3.4.2 BCL- 代数 X 中 的 加 法 运算 有 以 下 公式 : 

(1) 0+ (z+Y) =7+y; 

(2) (0*z)--z— rc-0*r-20; 

(3) 0 +z <z, #E 0+r =r ERNA r 是 关于 “< 和 ”的 极 小 元 . 

WEBB — (1) 0+ (z - y) = 0 ((0* 0) « (z 4- y)) = 0 » (0 (0* ((0 * £) « y))) 

—O0*((0*z)*y)-—z- y. 

(2) (0 * x) +z 2 x-(0x*z)-—0*((0xz)x*(0x2))—0. 

(3) 0 +x = 0 * ((0 * 0) * x) = 0 * (0 * z) <z. 

如 果 z 为 极 小 元 , 则 必 有 0 + z = z. BOXE, WE 0+ = r, B e= ox (0r). 
由 定理 2.1.6 知 , z 为 极 小 元 . 证 毕 

定理 3.4.3 V X 是 BCL 代数, 则 

(1) X 的 结合 部 分 APCX) 是 加 法 序 半 群 (X,+, «) 的 对 合子 群 ; 

(2) X 的 广义 结合 部 分 SP(X) 是 加 法 序 半 群 (X,+, <) 中 的 最 大 子 群 ; 

(3) X 的 拟 结合 部 分 QP(X) 是 加 法 序 半 群 (X,+, <) 中 的 交换 子 半 群 . 

证 阴 (1) 由 于 AP(X) 是 X 的 子 代数 , 所 以 (AP(X),*,0) 必 是 结合 BOARA, 
其 中 的 加 法 为 z 十 y = rry, 由 定理 3.1.9 知 , (AP(X),+) 是 对 合群 , 从 而 是 (X, +, <) 
中 的 对 合子 群 . 

(2) 由 于 SP(X) 是 X 的 子 代数 , 则 (SP(X),*,0) 必 是 广义 结合 BCI- 代 数 , 其 中 
的 加 法 为 


æ + y = O» ((0 = z) * y) = (0 (02))  (0*y) = x « (0 * y). 


由 定理 3.2.15 知 , (SP(X), +) 是 交换 群 ,从 而 是 (X,+, <) 的 交换 子 群 . 

WS 是 加 法 序 半 群 中 的 任意 子 群 , 则 0 e 5 且 0 是 3 中 的 零 元 , vs e s, 由 
0c-s-—5s, 即 0x(0*s) — s, 于 是 se SP(X), 即 说 明 S C SP(X), 从 而 SP(X) 是 
(X, o, <S) 中 的 最 大 子 群 . 

(3) 由 定理 3.3.13 知 , (QP(X), «,0) 是 拟 结合 BCI- 代 数 , 其 上 的 加 法 为 

£ +y =0 x ((0* x) * y) = (0+ (0x z)) * (0x y) 
=(0 x £) * (0 x y) = 0 * (£ * y). 


由 定理 3.3.9 知 , (QP(X), +) 是 交换 序 半 群 , 从 而 也 是 (X,+, <) 的 交换 子 半 群 . 证 毕 
定义 3.4.8. YE X 的 加 法 序 半 群 (X, 上 +, 和) 中 , 记 


Z 十 0， k —1, 
kr—4 zct4rcleocmr, kl 
— MÁ— 


kik 
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将 满足 mz = 0 的 最 小 正 整 数 m 叫做 z 在 加 法 序 半 群 (X, o « ) 中 的 阶 , WA. da], 
如 果 对 任意 正 整 数 , kz 关 0, 则 称 z 的 阶 为 无 穷 大 , WA jsl, = oo. 
定理 3.4.4 E BCRA X 中 ,有 
(1) kx = 0» (0 * sf) = 0* (0 z)*; 
(2) |z|; = lal. 
证 明 (1) 当 k=1 时， 
1z = z +0 = 0 x ((0 * £) * 0) = 0 x (0 x z). 
E: k 一 2 时 ， 
2x = £ +g = 0*((0xz)*z) 20*(0x2?). 
假设 (k 一 1)z = 0 + (0 z^-1), 由 定理 2.1.5 得 
kx —(k — 1)x +x = 0 * ((0 + ((k — 1)z)) * x) 
=0 * ((0» (0 (0 * z*73))) « x) 
=0 * ((0 x z^71) « z) 0x (0x x^). 


(2) 如 果 0 « z* = 0, 则 
kz —0*(0*z*) = 0*0 =0. 
反 过 来 , 如 果 ke = 0 x (0 z^) = 0, 则 
Ox z* = 0 * (0* (0*2^)) = 0x0 = 0, 


从 而 |z|, = |zl. 证 毕 

由 定理 3.4.4 可 见 , 元 素 s 在 BCI- 代 数 中 的 阶 与 它 在 加 法 序 半 群 中 的 阶 保持 一 致 
特别 是 在 广义 结合 BCI- 代 数 中 , 元 素 z 在 BCI- 代 数 X 中 的 阶 与 它 在 伴随 群 (X, +) 
中 的 阶 一 致 . 

前 面 的 讨论 说 明 , 一 个 BCL- 代数 X 能 派生 一 个 加 法 序 半 群 . 现在 研究 它 的 逆 问 
题 : 一 个 序 半 群 能 否 派 生出 一 个 BCI- 代 数 ? 

定理 3.4.5。” 设 (X, 十 ,<<) 是 一 个 以 0 为 入 元 的 可 剩余 交换 序 半 群 , 并 且 0 为 极 
大 元 , a:b 表示 a KF b HERR, 则 (X,:,0) 是 一 个 以 0 为 零 元 的 BCL 代数 . 特别 
地 , 如 果 0 是 最 小 元 , 则 (X,:,0) 是 一 个 以 0 为 零 元 的 BCK- 代 数 . 

证 明 ”根据 定义 2.1.2 中 的 三 个 条 件 来 验证 . vz,y,ze X 8 

(1) 如 果 z:y=0, 则 y+0<gz, 即 y < z. RIR, WR y <z, Myto e, M 
而 0 < zx:y, 但 0 为 极 大 元 , 故 z:y=0, 从 而 z:y=0Sygz, 进 而 z:y=0 且 
y :zx 二 0 HN“ ysr 且 xz < y 当 且 仅 当 z = y. 

(2) X z:0— y, 由 定理 3.4.2 知 0+zx<z, 故 xz<y. IHF y= y+0< r, MA 
z-—y, AMA r:0-r. 
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(3) WE x:y-—uz:z-—uz:y-w, WA 
u+ty=y+u<z, v+z=z+v<r, w+y=y+w<Sz, 
Wy+twtousz+v<s<r, AM w--v&wu, Ww<s<u:v. H (1) 4 (u: v): w= 0, B 
(æ: y): (£: 2)): (2:4) =0. 


由 定义 2.1.2 An, (X,:,0) 是 以 0 为 零 元 的 BORA. 


又 由 于 0 为 么 元 , 即 
O0c-rz—zr0-—z, 


如 果 0 还 是 最 大 元 , 即 vz e X 有 z«0, 所 以 

r+0=0+z<0, 
故 0 和 0:z. 但 0 是 最 大 元 , 从 而 0:z —0, 所 以 (X,:,0) 是 一 个 BCK- 代 数 .， 证 毕 
3.4.2 ”用 加 法 和 加 法 序 半 群 刻画 几 类 BCI- 代 数 


定理 3.4.6 Wt X Æ BCI 代数 , 则 

(1) X 是 结合 的 当 且 仅 当 它 的 加 法 序 半 群 (X, 十 , <) 是 以 0 为 零 元 的 对 合群 ; 

(2) X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 其 加 法 序 半 群 (X,+, <) 是 以 0 为 零 元 的 交换 群 . 

证 明 (1) B X RAAR, 则 AP(X) = X. 由 定理 3.4.3 知 , (X, 上 +, «) 是 对 合群 ， 
0 必 是 X 中 的 零 元 . 

反 过 来 , 如 果 (X,+, <) 是 以 0 为 零 元 的 对 合群 , 则 z +z = 0. 又 由 定理 3.4.2 A 
(0*zZ)A+zZ=0 故 0*7=z, 所 以 和 是 结合 的 . 

(2) WR X 是 广义 结合 的 , 则 SP(X) = X. 由 定理 3.2.15 Al, (X, +, <) 是 交换 群 . 
H 0 +g= 0x (0r) = r 知 ,0 为 和 中 的 零 元 . 

反 过 来 , Wt (X,+, <) 是 以 0 为 零 元 的 交换 群 , 则 


0 二 2Z 一 0r(0*2Z) 一 2 


Xx 是 广义 结合 的 . 证 毕 

定理 3.4.7 t X EBOLA, U x 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 SP(X) 是 加 法 序 半 
BF (X, «) 中 的 对 合子 群 . 

证 明 ”由 定理 3.4.3 知 , SP(X) 是 加 法 序 半 群 的 子 群 . 

设 X EMAAR, ve € SP(X), 由 定理 3.3.2 和 定理 3.4.4 知 , z+z = 0, 故 SP(X) 
Æ (X,+, <) 的 对 合子 群 . 

反 过 来 , WR SP(X) 是 (X, +, 和 ) 的 对 合子 群 , 对 任意 c 6 X, 令 y=0*z, 则 
y € SP(X), B y +y =0, BI |y| < 2. 从 而 |z| = |y| < 2. 由 定理 3.3.2 Anl, X 是 拟 结 合 
B. 证 毕 

定理 3.4.8 BCL 代数 X 是 谢 零 的 当 且 仅 当 子 群 (SP(X),+) 是 周期 群 . 
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uEB] 设 X 是 齐 零 的 , 则 x 中 的 所 有 元 素 都 有 有 限 阶 ， 又 由 定理 3.4.4 Ad, 
vx € SP(X),z 作为 BCI- 代 数 中 的 元 素 与 作为 加 法 序 半 群 中 的 元 素 , 其 阶 一 致 ， 故 
SP(X) 关于 加 法 是 周期 群 . 

反 过 来 , wt (SP(X), +) 是 周期 群 , Yz c X, 由 定理 2.3.2 和 定理 3.4.4 知 


|z| = |0 * z| = |0*z|+. . 
由 定理 2.1.6 知 , O«z € SP(X), 由 于 |0*z|l AR, 故 |z| AR, 从 而 X EE BCR 
数 . 证 毕 
3.4.3 ”加 法 序 半 群 的 理想 


在 1.3 节 中 介绍 了 序 半 群 的 理想 . 下 面 讨论 BCI 代数 的 加 法 序 半 群 的 理想 的 特 

定理 3.4.9 在 BCL 代数 X H, 广义 结合 部 分 SP(X) 是 加 法 序 半 群 (X, 十 , <) 
的 最 小 理想 . 

证 了 明 ”由 于 0eSP(X), 所 以 SP(X) 是 XX 的 非 空子 集 . 

Vr € X, Va € SP(X), 由 定理 2.1.6 知 


rLa-acz-0*((0xa)x*z)ecSP(X). 

设 b< a,be X, 由 于 a 是 极 小 元 , 所 以 = a € SP(X), 所 以 SP(X) Æ (X,+, <) 的 

BI Æ (X,+, <) 的 任 一 理想 , ER ze 7, 由 定理 3.4.2 知 

0-2 r4 (0xz)eI. 
Va € SP(X) 有 
a-—0x(0*a)—0-racl, 

从 而 SP(X) C 1, 所 以 SP(X) 是 加 法 序 半 群 (X,+, <) 的 最 小 理想 . 证 毕 

定理 3.4.9 表明 , BCI- 代 数 X 的 加 法 序 半 群 的 理想 都 包含 SP(XX)， 另 外 , 定理 
3.4.2 和 定理 3.4.9 还 说 明 , SP(X) 既是 加 法 序 半 群 (X,+, <) 的 子 群 又 是 它 的 理想 . 反 
过 来 , 还 有 如 下 定理 : 

定理 3.4.10 ” 设 了 是 BCT 代数 (X,«,0) 的 非 空子 集 , 如 果 了 既是 加 法 序 半 群 
(X,+, <) 的 理想 又 是 子 群 , 则 工 = SP(X). 

证 明 vrzel, 由 定理 3.4.2 知 0 — z - (0« x). 由 于 工 是 加 法 序 半 群 (X, 十 ,<) 
的 理想 , 故 0e 工 但 了 是 加 法 序 半 群 (X, +, <) 的 子 群 , 并且 0+0= 0, 故 0 为 子 群 7 
的 零 元 , 从 而 

0x(0xz)—0-c-r-—z, 

BB zc SP(X), ATI I C SP(X). 又 由 定理 3.4.9 知 , SP(X) 是 (X,+, <) 的 最 小 理想 ， 
故 SP(X) =]. 证 毕 
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3.5 ” BCI- 代数 的 伴随 半 群 


己 经 知道 , 每 个 群 都 同 构 于 一 个 变换 群 , 所 以 研究 群 可 以 归结 为 研究 变换 群 . 1995 
年 , 黄 文 平 按照 这 种 思想 , 找到 了 BCI- 代 数 X 上 的 一 些 变 换 作成 的 半 群 , 讨论 了 它 
的 性 质 和 作用 , 并 用 它 刻 画 了 结合 、 广 义 结合 和 拟 结合 BCI- 代 数 . 


3.5.1 ”概念 和 基本 性 质 
定义 3.5.1 设 久 是 BCI 代数 ,a eX, 令 


a | |: Ta = r*a, 


即 


a (z)—za !—z*a, 


则 a 是 X 上 的 自 映射 , 将 这 样 的 有 限 个 自 映 射 的 合成 的 全 体 记 为 M(X). XA, 
M(X) 关于 映射 的 合成 运算 “o” 作 成 一 个 半 群 , 称 为 X 的 伴随 半 群 , 记 为 (M(X), o), 
也 简写 为 M(X). 

显然 , Vr € X,z0-1=z+r0= z, AA 07! 是 伴随 半 群 M(X) 的 么 元 , 常 将 0-1 
记 为 1. 

设 o,r € M(X), Vz,y € X, 容易 验证 以 下 公式 成 立 ; 


(z*y)s = zo * y, (3.5.1) 
(zo * y)r = (zr * y)o, (3.5.2) 
z(c oT) = (za)r. (3.5.3) 


定理 3.5.1 BCI- 代数 X 的 伴随 半 群 是 以 071 为 么 元 的 交换 么 半 群 , 令 


1 一 工 


a lob lo...oc liu lov ilo...ow-! 


SVr E X,(--((xm*«a)sb)--)*«ex (--((z«u)*v)---)*w, 


则 M(X) 是 关于 “<1” 的 序 半 群 . 
证 明 ”Yo,7,6 € M(X), 显然 有 


(ao7)o6=ao(To0). 
dEo-ajo..oaj,r-bjo.-.ob.,VzeX,f 


z(coT)-(--((C- (£ * ar) *--)* an) * bi) * +) ba 
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—( QC sb)» ) ba) * a1) o) an 
=g(r oc), 
从 而 cer=rooco, 故 M(X) 是 以 0-1 Jg Z6 AE PRAET. 
容易 验证 , “<” 是 M(X) 上 的 偏 序 . 设 


一 一 -1 - -1 一 1 
o=a lo oan, T=b o obn, =c oot, 


并 且 o «i v, WA 


z(o oô) 2( (C (2*1) *- * as) ei) o) e Ck 
«C rbi) ba) een) s) eg 
—z(r o6), 
故 co6 和 ro0 AT M(X) 为 交换 序 半 群 . 证 毕 


定理 3.5.2 Æ BCI X F, va bE X a=b! e ab. 
证 明 WMR a=b, NEZ, al = bl. 设 a-1=6-!1, 即 vze ,有 


r*a-azxb. 


A r=afaxb=0, WRzr=bÄbxa=0, Wa=b. 证 毕 
W R(X) = (a^! lae X). 在 1.3 节 中 可 知 , 在 序 半 群 5 rh, va,b e 5, 如 果 满 足 
bx < a 的 xz 有 最 大 元 , 则 将 这 个 最 大 元 叫做 a 关于 5 的 左 剩余 , WA a:b. 将 这 个 概 
念 应 用 到 伴随 半 群 上 , 有 以 下 结论 : 
定理 3.5.3 ”在 BCI- 代 数 X 的 伴随 半 群 M(X) P, Yabe X E 


a 1:07! = (axb)-!. 
证 明 vr e X, 由 式 (2.1.11) 得 
z(b !o(a*b) !) = (z x b) x (a xb) S z*a- za, 


1 bl o (axb)! <; amt. 
B o€ M(X), o =u un! f b oo <i a~t, 由 式 (2.1.11), (2.1.2), (2.1.8) 
得 
xo *z(a*b)  —(( (zu) ) * Un) * (x x (a b) 
=( o Qr (x x (a x b))) xur) x) * un 


&( (ab) xu) x) x Un 
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=a(b lo0)<aa !~a*a= 0, 
但 0 为 极 小 元 , 从 而 zo *z(ax* 6)-1 —0, TE zo € rlaxb)-1, 即 oa «1 (axb)-1, 所 以 
a rT:b = (a+b). 证 毕 


推论 3.5.1 R(X) 关于 半 群 的 左 剩余 “: ”封闭 , (R(X) :,1) 也 是 BCI- 代 数 , 1 
为 其 中 的 零 元 , 并 且 有 
(X, *,0) S (R(X), :, 1). 


WEBB  vr,yoze X, 由 定理 3.5.3 得 


(27 :g D) i (a71 : 27) : (277: y7!) 
-((z*y) (v2) ):(z y) 
=(((x » y) * (x x z)) * (z*y)) 207-1 


zl: l1=z7!:07! = (r*0) | = g7}, 
zi:y =1 Hy: =l e (zxy)! =07 = 1 H (ysr) 20721 
er*sy-ysrz—Üer-y-rrli-y!. 

由 定义 2.1.2 知 , (R(X),:,1) 是 BCI- 代 数 . 

令 p: X > R(X), a 一 a-!1, 由 定理 3.5.3 知 , o 为 BCI- 同 态 . 又 由 定理 3.5.2 知 ， 
e 为 双 射 , 故 (X,*,0) S (R(X) :1). 证 毕 
3.5.2 ”伴随 半 群 中 的 可 逆 元 

EX 3.5.2 Uto c M(X), 如 果 存 在 re M(X), 使 得 


gcor—Togzcl, 


则 称 o 为 可 道 元 , 并 且 将 r 叫做 o 的 道 元 . 

显然 有 以 下 结论 : 

(1) M(X) 中 的 可 逆 元 必 是 双 射 , 并 且 o 的 道 元 的 逆 元 为 o; 

(2)c=aiioaz o... oaz! 可 道 ex arl, az), o ,az! Ti, 

(3) M(X) BInT3tzc Bt Hd MX) 中 的 最 大 子 群 , WA GM(X). 

定理 3.5.4 Wa 是 BCI- 代 数 X 中 的 元 素 , WE a e M(X) 为 可 道 元 , 则 
a € SP(X). 

证 明 HF aa! —a*a-—0,3t RH. 


(0 * (0 a))a7! = (0s (0*a)) x a = (0 x a) « (0 a) = 0, 
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故 aa-! = (0*(0*2a))a-!. 由 于 a-! 为 可 道 元 , 从 而 a! 为 单 射 , 故 0* (0*a) = a, BI] 
a € SP(X). 证 毕 
但 定理 3.5.4 的 道 命题 不 真 , 反例 如 下 : 
例 3.5.1 $ X = {0,1,a}, 运算 “x” 规定 为 


容易 验证 , (X,*,0) 是 BCI- 代 数 , SP(X) = (0,4), a7! :x 一 zx*a, 即 为 0a-! =a, 
la^! =a, aa^! = 0, 其 中 a € SP(X), BÆ a~t AJ n] zc. 
定理 3.5.5 B o 是 伴随 半 群 M(X) 的 可 道 元 , 则 存在 u € X, 使 得 o = u71, 
即 GM(X) € R(X). 
WEBB iosu ouz o- ou! 为 可 道 元 , 则 uj ul, uu! ATA. A 
w= (wi (OF U2)) *--)*(0*u), 
vr € X, 由 式 (2.1.9), (2.1.2) 得 


zo *zu | —((--((r*ui)*ua)*---)* Un) * (zu) 


SC (Qu ui)s ua) k) un 
—( (C (0 æ (0*3) æ +-+) = (0€ us)) ¥ 2) * ) us 
—( +- (((0 = (0 * u2)) * u3) * --- ) x ((0 * Un) * us) 
=... = (0 (0x un)) * un = 0, 
BU zo *ru-! x0, 但 是 0 为 极 小 元 , 故 xo * zu-! = 0. 
另 一 方面 , 由 定理 3.5.4 知 wi,w2,… ,un € SP(X), 即 
Ox (Oxu) =u i-1,2,--,n. 


由 式 (3.5.2) 得 
(zu^! x xojo —((zo) * (zo))u-! 20u^! 20xu 
(i) (O= (0:03) = -+ ) # (0 (04) 


C0 ui) un) * ++) an = 00, 


但 o 为 双 射 , SE zu * zo = 0, 从 而 zu! = zo, Bl o — v. 证 毕 
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定理 3.5.6 ”如 果 uc! e M(X) 是 可 道 元 , 则 ut 的 道 元 为 (0 x w)-1. 
证 明 ”由 于 au 的 道 元 仍 为 可 逆 元 , 由 定理 3.5.5, 可 设 u^! RAA v, 则 


u lov lv lou 121 
故 有 
vv 1 =vxv =Ù, 
(0* u)v ! 20(u^1ov71) 201 2 0*0 — 0, 
于 是 


vv! = (0x uot, 


但 v7! 为 单 射 , S o — 0 u, Afi v7! = (0x u). 证 毕 
定理 3.5.7 u` 为 M(X) 中 的 可 道 元 e uc! o(0x u)-* 为 单 射 . 
证 明 ”一 ”由 于 u RD, 由 定理 3.5.6 知 , u-! 的 递 元 为 (0x 中-:, 故 


u o(0xu)! 


也 为 单 射 . 
< rex 


(x * ((x * u) * (0*u))(u^!o(0xu) !) 
=((x + ((x x u)*(0xu)) xu) (0x u) 
=((x * u)* (0 u))* ((x xu) (0 *u)) 
=0 = (0 * u) * (0 * u) 
—0(u^! o (0 u) 1). 
由 于 w-10o (0*w)-1 为 单 射 , 从 而 


zx ((z*u)* (0*u)) = 0, 


Bp 
z < (zu) (0u), 
但 是 
(r*u)*(0su)zz*0-z, 
故 有 


(z * u) * (0 u) — a, 
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即 
z(u" o (0 2)71) = z, 
故 
uo(0xu) «1, 
从 而 u 可 道 , HERA (0* u). 证 毕 
定理 3.5.8 SP(X)Jé X 的 理想 当 且 仅 当 va € SP(X), a! 为 可 道 元 . 
证 明 < 设 a,bxaeSP(X), 则 
0*(0*xa)—a, O*(0x(b*a)) 2b*a, 
从 而 
ba 0 x (0 » (bx a)) = (0* (0xb)) (0x (0x a)) = (0x (0: b)) «a, 
即 
ba^ = (0* (0*b))a-!. 
但 a7! 为 可 道 元 , 故 a-! 为 单 射 , 从 而 0* (0 0) = b, BI b c SP(X), 从 而 SP(X) Æ X 
的 理想 . 
=> 设 SP(X) Æ X HAW, 则 必 为 闭 理想 . Va € SP(X), 设 za-1 = ya-!, Bf 
z*G -— ya, lil 


(r*y)*a-—(r*a)*y—(y*a)«y— (ysy)*a—0*a € SP(X), 
但 是 a € SP(X), B x «y e SP(X). 又 由 于 
(c 
0—(r*a)*s(ysa)xzc*g, 


Bl r«ycKP(X), ATI z«y e SP(X)nAKP(X) 20, M zy —0. 

[H3848 y « z —0, S x — y, 从 而 a-! 为 单 射 . 

由 于 0*a € SP(X), 同 理 也 可 证 明 0 «o 也 为 单 射 . 由 定理 3.5.7 40, a 为 M(X) 
中 的 可 道 元 . 证 毕 

定理 3.5.9 SP(X) Æ X 的 理想 当 且 仅 当 va e SP(X), a7! 在 KP(X) 上 的 限 
制 是 单 射 . 

证 明 => 由 定理 3.5.8 知 , ac! 是 X 上 的 单 射 , 从 而 在 KP(X) 上 的 限制 也 是 
单 射 . 

«€ 显然 , 0 se SP(X). W a, b«acSP(X), WE 


b*a = 0 + (0x (bx a)) = (0x (0»b)) xa, 
0x a —((0 (0 * b)) x (Ox (0 b))) «a 
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((0 x (0 x b)) * a) x (0 (0 b)) 
(bx a) x (0 (0x b)) 
=(b » (0* (0 * b))) * a, 


即 
0a- = (bx (0* (0 5)))a . 


由 于 0, b» (0« (0«5)) € KP(X), 并 且 a7! 为 KP(X) 上 的 单 射 , 故 
b» (0x (0x b)) — 0. 
又 由 于 
(O x (0 x b)) « b = 0, 
故 0x(0*b) = b, Bl be SP(X), 所 以 SP(X) Æ X WAW. 证 毕 
3.5.3 ”伴随 半 群 的 同 态 与 同 构 
定理 3.5.10 UG f:X— X,z—z BCI-HIAS,Imf 3 X 的 理想 , 则 
Ms : MI(X)— M(X), wu -.v!-—àl..v! 
证 明 设 oc=w lo...ov-1,7=a-lo...ob-l1e M(X) H o=r, B] 
Ulo...ov za lo...0b-!, 
vz € X, 由 式 (3.5.2) 得 
(ZU lo...ov9 !))*z(a lo. ob ))(a-! o. ob !) 
-(z(à lo... ob") *z@ o ob (ai o-..oU 1) 
-0(ulo...ov )-(-.(0xu)*---)*v 
-(- (0x u)*---)v € Imf. 
由 于 Imf 是 X 的 理想 , 并 且 a,… ,5 e Imf, 故 
(r«z(a 0.08 D) oou?) 
-E(U-!o...oU-l)*z(a-lo-..ob )€Imf. 


由 于 u..,0€ImfImf 是 理想 , W| z«z(a70-..ob ) e Imf, 故 存 在 ye X, 使 得 


1 7—1 


E*z(üo-.ob )—f(y-g 
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故 有 
Z(ü-lo...og-l)«z(a-lo...ob |) 
—(Z«3(à-lo...ob )(uü-io...o9-1) 
—y(u o...ov 1) 2 y(u-lo-.-ov-1) 
-y(a- To. 0571) = (a7! o. ob 7) 
—Z(ü o..ob Haza -lo ob 1) =0 
同 理 可 得 
z(a 1 ob )«z(ü-lo-..o9-) — 0, 
BUR 
z(ü lo..ob h= = z7! o oU 1). 
Ex 的 任意 性 知 
ao ob. —u!o oy !, 
即 Mi(c) = Mr(r) 从 而 M; 是 M(X) 到 MCX) 的 映射 . 
显然 有 
gor=u lo...ov -loa lo...ob-! 
(Tlo...00-!)o(a lo...08 ) = My(0)o My(7), 


故 My 是 M(X) 到 M(X) 的 半 群 同 态 . 证 上 毕 
推论 3.5.2 WR BCI- 代数 X 与 束 同 态 , 则 它们 的 伴随 半 群 也 同 态 , 即 M(X) ~ 
M(X). 

证 明 Wf EXX BHAS, EA, mf =X, 从 而 Imf 是 下 的 理想 . 由 
定理 3.5.10 知 , My 是 半 群 M(X) 到 MX) 的 同 态 满 射 , 从 而 M(X) 与 M(X) 作为 
半 群 也 同 态 . 证 毕 

推论 3.5.3 如果 两 个 BCI- 代 数 X 与 X 同 构 , 则 它们 的 伴随 半 群 M(X) 与 
M(X) 也 同 构 . 

证 明 ”由 推论 3.5.2 可 知 , M; 是 M(X) 到 M (XO) 的 同 态 满 射 . 下 面 证 明 My 是 
单 射 即 可 . 


设 My(u- 10--0v71) 2 Mpal o--- 


fü crcex K 
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即 


z(u-lo...ov-1) = z(a-1 o---ob-1). 
由 于 f 为 单 射 , 从 而 有 
z(uo...ov 1) 2 z(a! o.. ob7t), 


Wulo.. ov^! —-a7lo...ob71, 于 是 M; 为 单 射 , SM, 为 半 群 同 构 . 证 毕 


3.6 ”伴随 半 群 与 加 法 半 群 的 关系 


3.4 节 和 3.5 节 通 过 加 法 序 半 群 和 伴随 半 群 刻画 了 BCI- 代 数 与 群 和 半 群 的 关系 ， 
特别 是 用 加 法 序 半 群 可 以 给 出 结合 、 广 义 结 合 和 拟 结合 BCI- 代 数 的 等 价 条 件 . 本 节 
一 方面 也 用 伴随 半 群 给 出 结合 、 广 义 结合 和 拟 结合 BCI- 代 数 的 等 价 条 件 , 还 要 研究 
加 法 序 半 群 和 伴随 半 群 之 间 的 关系 . 

3.6.1 用 伴随 半 群 刻画 结合 、 广 义 结合 和 拟 结合 BCI- 代数 

先 用 伴随 半 群 及 其 可 道 元 给 出 广义 结合 BCI- 代 数 的 等 价 刻画 . 

定理 3.6.1 设 M(X) 是 BCI- 代 数 x. 的 伴随 半 群 , 则 x 是 广义 结合 的 当 且 仅 
当 M(X) EF. 

证 明 => WR x 是 广义 结合 的 , 则 Ya,z e X, 由 式 (3.2.7) 得 


z(a lo(0*a) )-—(r*a)*(0*a)—-z*0-—z, 


S a^! o(0xa)^! —1, 从 而 a-! ATA, 则 vo € M(X), o 可 道 , 从 而 M(X) 是 群 . 
«€ B M(X) 是 群 , Va € X,a-! 必 为 群 M(X) 中 的 可 道 元 ， 由 定理 3.5.4 A 

a € SP(X), 从 而 SP(X) = X, B] X 是 广义 结合 的 . 证 毕 
定理 3.6.2 ”BCI- 代 数 X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 Ya,be XX 有 


a lob! = (a*(0*b))-1. 


证 明 => 4u-axs(0x«b,vzex #A 
z(a! ob^!) = (x * a) «b. 
又 由 定理 3.2.3 AU 
zu | = z » (a » (0 b)) = (0 * b) *(a*z) = (0 » (a * £)) «b = (£ * a) * b, 


[4 
a lob ! —(ax(0xb))-!. 
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- VrcX,Haf 


zo (ax(0x5)) = (x x a) * b. 


x * (0 * (0 *x)) = (x * 0) * z = (x * x) * 0, 


但 显然 (0* (0 z)) «z —0, W O (02) = z, BI X JP XAA. 证 毕 

下 面 再 用 伴随 半 群 刻画 结合 BCI- 代 数 . 

定理 3.6.3 3t M(X) 是 BCI- 代 数 X 的 伴随 半 群 , 则 x 是 结合 的 当 且 仅 当 
M(X) 是 对 合群 . 

证 明 ”=> 由 于 XX 是 结合 的 , 则 必 是 广义 结合 的 . 由 定理 3.5.1 和 定理 3.6.1 知 ， 
M(X) 是 以 077 为 乏 元 的 交换 群 . Vo = a7 o--- ob € M(X), Yx e X, 于 是 有 


zs(o oc) «C (Cra) ) b) va) s) =b 
—((--((r*a)*a)*---)*b)«b 
-(--(z*(a*a)s*---)*(b«b)-—zx0, 


Am ooo —0-!, BI M(X) 是 对 合群 . 
«€ vazaexX, 由 于 M(X) 是 对 合群 , 则 必 有 aloa! = 0-!, 从 而 


(z*a)*a = z(a! oa^!) = z. 


由 定理 3.1.1 知 , X 是 结合 的 . 证 毕 
定理 3.6.4 BCL- 代数 X 是 结合 的 当 且 仅 当 Ya,pe X 有 


a ob^! = (or 人 一 1 
证 明 ” =>” 由 于 结合 BCI- 代 数 x 必 是 广义 结合 的 , 由 定理 3.6.2 知 
a^ ob^! = (a*(0xb)) !. 
HF X 是 结合 的 , 则 由 定理 3.1.1 知 0«b — b, 故 


a ob^! 一 (or 人 一 !. 


a ob^! —(axb)*!, 
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故 
b!-0lob!z-(0xb)'!. 


由 定理 3.5.2 知 b — 0 « b, 从 而 X 是 结合 的 . 证 毕 
定理 3.6.5 ”BCI- 代 数 X 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 va,be X, 有 


a ob ! <; (0*(axb)) 3. 


证 明 = Va,b xe X, 由 式 (3.3.1), (3.3.4) 知 
z(a lob !)-—((r*0)*a)*b« (xx(0xa))*b 
Kz*((0xa)xb) = x * (0 * (a * b)) 
=z(0 + (a b))!, 


a lob ! «4 (0* (a * b))7l. 
e mau 
a | —-a007! <; (0*(ax0))! = (0xa)*!, 


从 而 


Oxa x 0x (0a). 


但 由 定理 2.1.6 知 , 0 a,0 « (0 a) 都 是 极 小 元 , W Oxa = 0*(0«a), 从 而 X 是 拟 结合 
的 . 证 毕 
3.6.2 ”BCI 一 代数 中 广义 结合 部 分 的 伴随 半 群 


为 叙述 方便 起 见 , 将 BCI- 代 数 X 的 加 法 序 半 群 简称 为 加 法 半 群 , 并 简 记 为 (X,+)， 
将 X 的 伴随 半 群 记 为 (M(X), o), 以 便 把 它们 的 运算 区 别 开 来 . 
在 BCI- 代 数 X rp, 其 广义 结合 部 分 


SP(X)= la e XI0*(0*a)=a} 


起 着 重要 的 作用 , 如 (SP(X),*,0) 是 广义 结合 BCL 代数, 它 是 加 法 半 群 (X,+) 中 的 
最 大 子 群 等 . 

由 于 (SP(X),*,0) 是 X 的 广义 结合 子 代数 , 则 由 定理 3.6.1 直接 可 得 到 如 下 定 
3H. 

定理 3.6.6 BCI 代数 X 的 广义 结合 子 代 数 (SP(X),*,0) 的 伴随 半 群 M(SP(X)) 
是 以 07! Jy Zool E HE 

要 特别 注意 : X 的 伴随 半 群 M(X) 中 的 元 素 a-! Æ X ERARI, 而 M (SP(X)) 
中 的 元 素 a-! 是 SPCX) 上 的 自 映射 , 它们 是 不 同 的 概念 . 
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例如 , 在 例 3.5.1 P, M(X) 中 的 元 素 a7! 为 
a!:0a, 1a, a0. 
ER ac! 不 是 单 射 , 故 不 是 M(X) 中 的 可 逆 元 .但 是 , 由 于 SP(X) = (0,a), 所 以 
M(SP(X)) 中 的 元 素 a7! 为 


a™!:0>a, a—>0. 


ER a-! 是 双 射 , 进而 是 M(SP(X)) 中 的 可 道 元 . 
定理 3.6.7 Vo € M(SP(X), 则 必 存 在 u € SP(X), 使 得 o =u. 
证 明 ”由 定理 3.6.6 知 , M(SP(X)) 是 交换 群 , 故 o 是 可 道 元 ， 由 定理 3.5.5 An, 
必 存 在 ue SP(X), 使 得 o —u-!. 证 毕 
这 样 一 来 , 就 以 BCI- 代 数 X 为 基础 , 建立 了 两 个 交换 群 : 


(SP(X), +), (M(SP(X)), 9), 


它们 之 间 的 关系 如 下 : 
定理 3.6.8 i X Æ BOARA, 则 有 


(SP(X), +) = (M(SP(X)), o). 


证 明 设 了 :a 一 a-!, 显然 , f 是 SP(X) 到 M(SP(X)) 的 映射 . 又 由 定理 3.5.2 
知 , f 是 单 射 . 由 定理 3.6.7 AH, f 是 满 射 . 
Va,b € SP(X), WE 


a d b-—O0x((0xa)*b)-—as(0xb). 
由 于 SP(X) 是 广义 结合 的 , 故 由 定理 3.6.2 得 
a lob! = (ax (0 x b)) 7! = (a 4- b), 


故 f 是 同 构 映 射 , 即 (SP(X),+) = (M(SP(X)), o). 证 毕 
已 经 知道 , SP(X) 是 X 的 加 法 半 群 (X,+) 中 的 最 大 子 群 , X 的 伴随 半 群 M(X) 
中 的 可 逆 元 的 集合 GM(X) 又 是 M(X) 中 的 最 大 子 群 , 它们 之 间 的 关系 如 下 : 
定理 3.0.9 WMF BCI- 代 数 X 的 广义 结合 部 分 SP(X) 是 x 的 理想 , GM(X) 
是 M(X) 中 的 可 道 元 的 集合 , 则 有 


(SP(X), +) *t (GM(X), o). 


证 明 设 f(a)— a^! € M(X), Va e SP(X), 由 于 SP(X) J& X 的 理想 , 则 由 定理 
3.5.8 知 , 只 要 a € SP(X), 就 有 a7! € GM(X), t f Æ SP(X) 到 GM(X) 的 映射 .由 
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定理 3.5.2 知 , 它 是 单 射 . vo c GM(X), 由 定理 3.5.5 M, 存在 ve X, 使 得 o =u. 
再 由 定理 3.5.2 知 u c SP(X), 显然 f(u) = wu-!1=o, 故 f 是 SP(X) 到 GM(X) 的 
Va,b € SP(X), f(a) =a-!, f(b) = b^, FH. 


a+b=0*((0*a)*b) =a*(0*6) € SP(X), 
由 定理 3.6.2 得 
f(a +b) = (a«(0«b)) ! —a ob! = f(a) o f(b), 


故 了 是 SP(X) 到 GMCX) 的 同 构 映 射 . 证 毕 

由 定理 3.6.8 和 定理 3.6.9 直接 得 到 如 下 推论 : 

推论 3.6.1 WE BCI- 代 数 X. 的 广义 结合 部 分 SP(X) 是 X 的 理想 , M(SP(X)) 
是 SP(X) 的 伴随 半 群 , GM(X) 是 M(X) 中 的 可 道 元 的 集合 , 则 它们 关于 映射 的 合成 
运算 。 作 成 同 构 的 群 , 即 

(M(SP(X)),o) = (GM(X),o). 
下 面 讨论 X 的 加 法 半 群 与 M(SP(X) 之 间 的 关系 . 
定理 3.6.10” 设 XX 的 加 法 半 群 为 (X,+), SP(X) 的 伴随 半 群 为 (M (SP (X)),o)， 


则 
f: a— (0x(0xa))! 


Æ (X,+) 到 (M(SP(X)), o) 的 同 态 满 射 , BD. (X,+) ~ (M(SP(X)), o), 并 且 
kerf = KP(X). 
WERH — Va c X, 由 定理 2.1.6 知 0* (0« a) € SP(X), d 
(0* (0 a))*! € M(SP(X)), 


所 以 f 是 (X,+) 到 (M(SP(X)),o) 的 映射 . 
由 定理 3.6.7 知 Ve € M(SP(X)), FE u € SP(X), 使 得 o =u, 从 而 


u = 0* (0 * u), 


故 f(u) = wu-! =o, 从 而 f Z5. 
Va,b € X,a — (0*(0*a))-!,b— (0«(0*b))-!. 由 于 
&db-—0x((0xa)xb) e SP(X), 
0 * (a + b) = 0 » (0 » ((0 * a) « b)) = (0 a) » (0 * (0 « b)), 
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Ox (0 * (a + b)) = (0 * (0 a)) (0: (0s (0 * b))), 
由 定理 3.6.2 知 
à -+ b — (0 (0x (a + b)))-! = [(0 » (0 x a)) « (0 (0 (0« 5))] | 
—(0 x (0 x a))71 o (0 (0 b))7! 
—-f (a) of (b), 


故 f 为 (X,+) 一 (S(X),o) 的 同 态 满 射 , 即 (X,+) ~ (SP! (X), 9). 
W a € kerf, W) f(a) = (0*(0*a))-1 —0-!. 由 定理 3.5.2 知 0*(0*a)==0, 从 而 


Oxa= 0*(0*(0*a))=0*0=0, 


于 是 ce KP(X). 
反 过 来 , 如 果 a € KP(X), Bl 0«a —0, Bl 0« (0«a) 20. Vr e X E 


zf(a) = zx x (0 x (0 *a)) -—z*0-2z0-, 


故 f(a) = 0-1, 则 a € kerf, 从 而 kerf = KP(X). 证 毕 
定理 3.6.11 BCI- 代数 x 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 M(SP(X)) 是 对 合群 . 
WEB] ”由 定理 3.4.7 知 , X 是 拟 结 合 的 当 且 仅 当 SP(X) 是 加 法 半 群 (X,+) 的 对 
合子 群 . 又 由 定理 3.6.8 知 (SP(X), 十 ) & (M(SP(X)), o), 故 X 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 
(M(SP(X)), o) 是 对 合群 . 证 毕 


3.6.3 ”结合 、 广 义 结合 BCI- 代 数 的 加 法 半 群 与 伴随 半 群 
在 广义 结合 BCI- 代 数 X 中 , 令 
T+y= Zz*(0*Yy). 


3.2 节 已 经 证 明了 (X,+) 是 一 个 可 换 群 , 并 称 之 为 X 的 伴随 群 . 

3.4 节 已 经 说 明了 广义 结合 BCI- 代 数 X 的 加 法 半 群 是 群 , 并 且 与 伴随 群 一 致 

下 面 给 出 广义 结合 BCI- 代 数 的 加 法 半 群 与 伴随 半 群 之 间 的 关系 . 

定理 3.6.12 BCI- 代数 X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 X 的 加 法 半 群 与 伴随 半 群 同 
Fg, BR (X, +) = (M(X), o). 

证 明 > EFX 是 广义 结合 的 , 故 SP(X) =X, M(SP(X)) = M(X), 则 由 定 
H 3.6.8 可 得 (X, +) & (M(X), 0). 

€ (X,+) = (M(X), o), 由 定理 3.5.1 An, X 的 伴随 半 群 (M(X),o) 是 以 071 
为 么 元 的 交换 勾 半 群 , 故 X 的 加 法 序 半 群 (X, +) 是 含 零 元 的 加 法 序 半 群 . 设 5 是 
(X,+) WE, 则 由 定理 3.4.2 知 


0*0 —0--0*0 = 0 (0*0) * (0 0)) = 0, 
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O = + 0 = 0 » ((0 » Ô) » 0) = 0 »* (0 x 0) = 0, 

即 0 为 加 法 半 群 的 零 元 . 由 定理 3.4.6 知 , X 是 广义 结合 的 . 证 毕 

定理 3.6.13 IWR BCI- 代 数 X 是 结合 的 , 则 (X,+) 和 (M(X), o) 都 是 对 合群 ， 
并 且 (X,+) & (M(X), 9). 反 过 来 , 如 果 (X,+) 或 者 (M(X),o) 是 对 合群 , 则 X 是 结 
合 的 . 

证 明 => 由 于 X 是 结合 的 , 则 由 定理 3.4.6 和 定理 3.6.3 AU, (X,+) 和 (M(X),o) 
都 是 对 合群 . 再 由 定理 3.6.12 Am (X,+) & (M(X),o). 

« WR M(X) 为 对 合群 , 则 由 定理 3.6.3 An, X 为 结合 的 . 如 果 (X,+) 是 对 合 
FF, 则 由 定理 3.4.6 知 , X 是 结合 的 . 证 毕 
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1993 年 ， 韩 国 数学 家 田 英 培 等 通过 在 BCI- 代 数 上 再 赋予 半 群 结构 ， 又 建立 了 
BCI- 半 群 (后 来 称 为 IS- 代 数 )， 人 们 之 所 以 重视 IS- 代 数 , 一 方面 , 由 于 它 是 一 类 以 
BCI- 代 数 为 基础 的 逻辑 代数 ; 另 一 方面 , 由 于 环 关 于 “-” 和 “” 运 算 很 自然 地 构成 
IS- 代 数 的 特例 , IS- 代 数 就 像 半 环 和 拟 环 一 样 , 成 为 环 概念 的 一 种 新 的 延伸 . 本 章 以 田 
英 培 引 入 的 BCI- 半 群 (IS- 代 数 ) 的 概念 和 性 质 为 基础 , 结合 辛 小 龙 、 杨 闻 起 等 的 研究 
RR, 建立 起 了 一 套 IS- 代 数 的 理论 体系 ， 


4.1 基本 概念 和 性 质 


本 节 介 绍 BCI- 半 群 (IS- 代 数 ) 的 有 关 概 念 和 基本 性 质 , 并 给 出 一 些 常 见 的 IS- 代 
数 , 如 IM- 代 数 、IG- 代 数 、KS- 代 数 、AS- 代 数 、PS- 代 数 、QS- 代 数 和 无 零 因 子 IS- 代 
数 等 . 
4.1.1 基本 概念 

定义 4.1.1 X X 是 非 空 集合 , 它 带 有 两 种 二 元 运算 “x” 和 “.” 及 一 个 常 元 0. 
如 果 

(1) (X, *, 0) 是 BCLT 代数 ; 

(3)“-” 对 “x” 的 左 、 夺 分 配 律 成 立 , 即 Vx,y,zEX 有 

T- (y*z)=(xz-y)*(x-z), (y*x)- z= (y-z)* (z: z2), 

则 称 X 关于 这 两 种 运算 和 常 元 0 作成 一 个 BCI- 半 群 ， 也 称 之 为 IS- 代 数 ， 记 为 
(X, *,,0). 在 不 致 混淆 时 , 也 简 记 为 X. 为 书写 方便 起 见 , 还 把 x .y 简 记 为 zy. 

由 定义 4.1.1 可 见 , IS- 代 数 是 由 BCL 代数 上 添加 一 个 半 群 结构 而 得 的 . 

定义 4.1.2. TE IS- 代 数 X 中 , 如 果 存 在 1 e X, 使 得 vz c X 有 

lr—rzl-z, 

则 称 1 为 X 中 的 么 元 , 称 X A BCLR, 也 称 为 IM- 代数. 

在 BCI- ZEE X 中, a e x, 如 果 存 在 be x, 使 得 


ab — ba — 1, 
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则 称 a TIR, 将 5 叫做 a 的 逆 元 , WA a-!. 如 果 Ox 中 的 每 个 非 零 元 都 可 道 , HU x 中 
的 非 零 元 关于 乘法 做 成 群 , 则 称 (X,*, ,0) 为 BCI- 群 , 也 称 之 为 IG- 代 数 . 

显然 , IS- 代 数 X 是 IM- 代 数 当 且 仅 当 XX 关于 胶 法 是 么 半 群 . x 是 IGRAH 
ANS x 中 的 每 个 非 零 元 都 关于 乘法 做 成 群 . 

Bj 41.1 设 Z 是 整数 集 ,(Z,-,0) 是 BCI- 代 数 , (Z,.) E24, 并且. 对 一 
的 左 、 右 分 配 律 都 成 立 , 故 (Z, 一 ,…,0) 是 以 1 ALTR BCI- AGERE, 即 为 IM- 代 数 . 

例 4.1.2 X= {0,a, b,c}, 规定 “x” 和 “.” 如 下 : 


*|10 a b c 0 a b c 
0|0 a b c 0:000 0 
ala 0 c b al0 a b c 
bb c 0 a DllI0 a b c 
cilc b a 0 c| 00 0 


容易 验证 , (X, *,.,0) 是 BCI- 半 群 , 但 不 是 BCI- ZEE, 更 不 是 BCL E. 

例 4.1.3 设 (X,«,0) 是 BCI- 代 数 , Hom(X) 表示 X 上 BCI- 自 同 态 的 全 体 , 0 
表示 X 上 的 零 变 换 , 1x 是 X 上 的 恒 等 自 映射 , 定义 Hom(X) 中 的 运算 “x” 和 “” 
为 


(f*g)x)-f(z)*9(r) Vz €X, 
(fg)(z) = f(g(z)) vz € X. 

容易 验证 , (Hom(X), *, ., 0) 是 以 1x 为 入 元 的 IMAZ. 

定理 4.1.1 VE (FE, c, -) 是 环 (ELI, ERST), 则 (R, 一 ,0) 是 IS- 代 数 (IM- 代 
数 、IG- 代 数 ). 

WEB) — WES) 是 环 , 则 (R+) 是 加 群 . 由 例 2.1.3 知 , (R, —,0) 是 BCI- 代 数 . 
又 由 于 (R,-) EFR, 并 且 乘 法 对 减法 的 左右 分 配 律 成 立 , 故 (R, —,.,0) 是 BCI- 半 群 ， 
即 IS- 代 数 . 

如 果 环 RELL 1, 则 显然 , (R, -0) 是 BCL- 勾 半 群 , 即 为 IM_ 代 数 . 如 果 R 
ARRI, 则 显然 , (R, —,.,0) 是 BCL 和 群 , 即 为 IG- 代数， 证 毕 

定理 4.1.1 表明 , IS- 代 数 也 可 视 为 环 概念 的 一 般 化 . 

定理 4.1,2 ”在 BCI- 半 群 (IS- 代 数 )X F, vo, yze X 有 

(1) Oz = x0 = 0; 

(2) £ S y > Tz S yz, Z£ S zy. 

WERA (1) 0 = Oz «0x = (0 0)z = Oz, Bf 0x = 0. 


0 = z0 * z0 = z(0 * 0) = x0, 
BR z0 = 0. 
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(2) HF z < y, Bl z» y= 0, RA 
gzz xyz = (x *y)z = 0z —0, 


zz * zy = z(xzx*y)= z0 = 0, 
即 zz < yz, zz € zy. 证 毕 
定理 4.1.3 Æ BCI- 半 群 (IS- 代 数 )X F, WR a 为 BCI- 代 数 X 的 极 小 元 , 则 
Vr € X, za ax 也 是 极 小 元 . 
WEBB ”由 于 a 为 极 小 元 , 则 由 定理 2.1.6 知 0* (0*a) = a, 由 定理 4.1.2 得 
O * (0 * za) = z0 x (x0 * xa) = z(0* (0 x a)) = za, 
O * (0 * az) = Oz * (0z x az) = (0 x (0 x a))z = az, 
从 而 xa, ax 都 是 极 小 元 . 证 毕 
4.1.2 KS- AS-I. PS- Qs- 
B (X, * 0) 是 IS- 代 数 , 在 第 3 章 已 经 把 BCI- 代 数 (X, «,0) 的 BCK- 部 分 、 结 
合 部 分 、 广 义 结合 部 分 和 拟 结合 部 分 分 别 记 为 
KP(X)= {xz € XI0*z=0}, 
AP(X)= (ze X|0*z-—z), 
SP(X)= {ze X|0x(0*z)—z), 
QP(X)= ix e X|0* (0*x7z)=0x*z}. 
另外 , 由 定理 3.2.13 知 , SP(X) 为 X. 的 极 小 元 的 集合 . 
定理 4.1.4 WE (X, «,.,0) 是 IS- 代 数 , 则 KP(X), AP(X), SP(X), QPCX) 都 是 
半 群 (X, -) 的 理想 . 
WEBA va eKP(X), 即 0xa=a,YzeXX 有 
0 x (az) = a0 * (ax) = a(0 * £) = a0 = 0, 
0 * (za) = 0a * (xa) = (0* zja = 0a = 0, 
HK ax, za eKP(X), 从 而 KP(X) 是 半 群 (X, -) 的 理想 . 
同 理 可 证 明 , AP(X), SP(X), QP(X) 都 是 半 群 (x, -) 的 理想 . 证 毕 
定义 4.1.3 WE (X,*,.,0) 是 1S- 代数 , 如 果 (X,*,0) 是 BCK- 代 数 (结合 的 、 广 
义 结合 的 、 拟 结合 的 ), 则 称 (X, ,0) 是 Ks- 代数 (AS- 代 数 、PS- 代 数 、QS- 代 数 ). 
显然 , IS- 代 数 X 是 KS- 代 数 SKP(X) = X, X Æ AS- 代 数 eAP(X) = X, X 
是 PS- 代 数 <>SP(X) = X &KP(X) = 0, X Æ QS- 代 数 eQP(X) = x. 
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又 由 KP(X)nSP(X) = 0 Atl, 不 存在 既是 KS- 代 数 又 是 PS- 代 数 的 非 零 IS- 代 数 . 

定理 4.1.5 设 XX 是 IM- 代 数 ,1 为 么 元 . 

(1) 如 果 1 eKP(X), 则 X 是 KS- 代 数 ; 

(2) 如 果 1 cAP(X), 则 X 是 AS- 代 数 ; 

(3) 如 果 1 eSP(X), 则 x 是 PS- 代 数 ; 

(4) WẸ 1 eQP(X), W x 是 QS- 代 数 . 

证 明 (1) 由 定理 4.1.4 知 , KP(X) 是 半 群 (X,-) 的 理想 , JEH 19 Z6, Vr e X 
有 z = zl EKP(X). 从 而 KP(X) = X, B] x Æ KS- 代数. 

其 他 同 理 可 证 . 证 上 毕 

推论 4.1.1 R X Æ IMARA. 

(1) 如 果 KP(X) 中 包含 一 个 可 逆 元 , 则 X 是 KS- 代 数 ; 

(2) 如 果 AP(X) 中 包含 一 个 可 逆 元 , 则 x 是 AS- 代 数 ; 

(3) WR SP(X) 中 包含 一 个 可 逆 元 , 则 x 是 PS- 代 数 ; 

(4) WÈ QP(X) 中 包含 一 个 可 逆 元 , 则 x 是 QS- 代 数 . 

WEBB (1) 设 a 为 KP(X) 的 可 逆 元 , 由 于 KP(X) 为 半 群 (X,.) 的 理想 , 故 
1—a-'!a eKP(X). 由 定理 4.1.5 知 , X Æ KS- 代 数 . 

(2)~(4) 同 理 可 证 . 证 毕 


4.1.3 “无 零 因 子 IS- 代数 


定义 4.1.4 在 IS- 代 数 X. F, 如 果 存 在 非 零 元 a,b c X, 使 得 ab = 0, ME a 为 
X HERAT, b 为 右 零 因子 . 左 零 因子 和 右 零 因子 统称 为 零 因 子 . 
这 里 主要 讨论 无 零 因 子 的 IS- 代 数 . 与 环 中 类 似 , 显然 有 如 下 结论 : 
(1) IS- 代 数 无 零 因子 e» 由 ab — 0 可 以 推出 a=0 或 b=0; 
(2) WR IS- 代 数 X 无 零 因子 , 则 左 、 右 消去 律 显然 成 立 , 即 
ab = aca £0 > b =c, 
ba = ca,a Æ 0 >b =c; 
(3) 如 果 一 个 消去 律 成 立 , 则 IS- 代 数 X 必 是 无 零 因 子 的 , 从 而 另 一 个 消去 律 也 
成 立 . 
定理 4.1.6 ” 设 X 是 无 零 因 子 IS- 代 数 . 
(1) 如 果 KP(X) z 0, lll X 是 KS- 代 数 ; 
(2) WR AP(X) z 0, Wi] X 是 AS- 代 数 ; 
(3) 如 果 SP(X) z 0, 则 X 是 PS- 代 数 ; 
(4) 如 果 QP(X) #0, BJ X 是 QS- 代 数 ， 
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证 明 (1) Rb eKP(X), b z 0, NJ 05 —0. Vr c X, 由 定理 4.1.4 知 , KP(X) 是 
半 群 (X, -) 的 理想 , 故 bx eKP(X), 从 而 有 0 x bz = 0, 故 有 
b(O* £) = b0 * bx = 0 * br = 0 = 60. 
由 消去 律 得 0*z = 0, W z cKP(X), B] KP(X) = X, Ai X Æ KS- 代 数 . 
(2)~(4) 同 理 可 证 . 证 毕 
定义 4.1.5 Wt 4, 巨 是 IS- 代 数 X 的 非 空子 集 , 规定 
AB = (ab|a € A,b € B}, 
并 记 {a} B = aB, A(b) = Ab. 
显然 , I 是 半 群 (X,.) 的 理想 e IXQXICI. 
定理 4.1.7 设 X 是 IS- 代 数 , 7, J 都 是 半 群 (X,.) 的 任意 理想 . 
(1)INJ=0=17= 0; 
(2) WR x FAF, IJ—-021nJ-0. 
WEBB (1) 由 于 J 都 是 半 群 (X,-) 的 理想 . 故 1 C 了 ,1J CJ, 从 而 IJ CINJ. 
由 于 INJ=0, 故 1J=0. 
(2) 由 于 IJ]=0,vVzeEINJ, 即 zeIT 且 zeJ, 从 而 zze1J=0, 即 xx=0, 但 
X 无 零 因子 , 故 z=0, 即 INJ=0. 证 毕 
推论 4.1.2 XX X 是 IS- 代 数 , 则 
KP(X)SP(X) = SP(X)KP(X) = 0, 
KP(X)AP(X) = AP(X)KP(X) = 0. 
证 明 ”由 定理 3.245 知 KP(X)nSP(X) = 0. 再 由 定理 4.1.7 An 
KP(X)SP(X) = 0. 


由 于 AP(X) C SP(X), i KP(.X)AP(X) = 0. 
其 他 同 理 可 证 . 证 毕 


4.2 ”理想 与 子 代数 
1998 F, 田 英 培 等 建立 了 IS- 代 数 的 理想 理论 , 并 给 出 了 闭 理 想 的 性 质 . 2001 年 ， 
Roh Eun Hwan 等 给 出 了 一 类 特殊 理想 , BD a_ 理 想 . 
4.2.1 ”概念 与 基本 性 质 


定义 4.2.1. 设 S 是 IS- 代 数 (X,*,.,0) 的 非 空子 集 , 如 果 SON * 和 . 封闭 , 即 
Vx,y€eSHz«yeS,zoye S, ER S 为 X 的 子 代数 . 
Bi 4.2.1 X X ={0,a,b, c}, 运算 o, 规定 为 
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CO c R OI 
O0 c 8 Oo 
a a c AJS 
o oO a ojlo 
Oo S89 ` nN 


容易 验证 , (X, x, ,0) 是 IS- 代 数 , 并 且 (0,5), {0,c} 都 是 X 的 子 代数 . 
显然 , 5 是 IS- 代 数 X 的 子 代 数 o 5 是 半 群 (X, ) 的 子 半 群 , 并 且 是 BCI- 代 数 
(X,*,0) 的 子 代数 . S 是 X 的 子 代数 , 意味 着 (3,*，,0) 本 身 也 是 TS- 代数 . 
定理 4.2.1 ”在 IS- 代数 X F, KP(X), AP(X), SP(X), QP(X) 都 是 X 的 子 代 
数 . 24 X 是 IG- 代 数 且 这 些 子 代数 非 零 时 , 它们 也 是 1G- 代 数 . 
证 明 ”以 SP(X) 为 代表 来 证 明 , 其 他 同 理 . 
首先 , 由 定理 3.2.14 知 , SP(X) 是 BCI- 代 数 X 的 子 代 数 . 其 次 , 由 定理 4.1.4 知 ， 
SP(X) 是 半 群 (X,-) 的 理想 , 必 是 它 的 子 代数 , 故 SP(X) 是 全 -代数 X 的 子 代数 . 
如 果 x 是 IM- 代 数 , 设 1 A XKE, 取 a 为 SPCX) 中 的 任意 非 零 元 , 则 
al =a € SP(X), 
于 是 有 
0* (0s a1) = al, 
即 得 
a(0 * (0*1)) =al. 
由 于 X 是 IG- 代 数 , BU a aA, 两 端 左 乘 al 得 
O x (0* 1) — 1, 
从 而 1 eSP(X). R b eSP(X), 由 定理 4.1.4 知 , SPCX) 是 半 群 (x,-) 的 理想 , 故 
bt —b7!1eSP(X), 从 而 (SPCX), -) 是 群 , 故 (SP(X),*,,0) 是 IG- 代 数 ， 证 毕 
定义 4.2.2 WA 是 IS 代 数 (X,*,.,0) 中 的 非 空子 集 , 如 果 
(1) Yz € X, Va € A 有 xa,ar € A; 
(2) Vr € X, Vac A, Hi z«ac 4 可 推出 ze A, 
则 称 4 为 IS-- 代 数 X 的 三 理想 , 简称 4 为 X 的 理想 . 
显然 , (0) 是 X 的 理想 , KA X 的 零 理 想 . X 也 是 X 的 理想 , 不 等 于 X 的 理想 
叫做 X 的 真理 想 . 
在 例 4.2.1 H, (0,c) 是 x 的 理想 , 但 (0,a) 不 是 x 的 理想 , 因为 cx wa = a, 但 
c € {0,a}, 这 说 明子 代数 与 理想 是 两 个 不 同 的 概念 . 
如 果 4 是 IS- 代 数 X 的 理想 , 任 取 a c A, 则 0 = 0a € A, 即 IS- 代 数 的 理想 必 包 
Eo 另外 , 定义 4.2.2 中 的 条 件 (1) 说 明 , A EHR (X,-) 的 理想 , 并 且 0 e A. 条 件 
(2) 说明 A 是 BCL 代数 (X,*,0) 的 理想 , 从 而 有 如 下 定理 : 
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定理 4.2.2” 设 4 是 IS- 代 数 (X,*,…,0) 的 非 空子 集 , 则 4 是 它 的 理想 当 且 仅 当 

(1) A 是 半 群 (X,.) 的 理想 ; 

(2) A 是 BCI- 代 数 (XX,*,0) 的 理想 . 

定理 4.2.3 ”1S- 代 数 X 的 BCK- 部 分 KP(X) 和 拟 结合 部 分 QP(X) 是 它 的 
理想 . 

WEBB ”由 定理 4.1.4 知 , KP(X) 和 QP(X) 都 是 半 群 (X,.) 的 理想 . 又 由 定理 
2.4.6 和 定理 3.3.14 All, KP(X) 和 QP(X) 都 是 BCI- 代 数 (X,*,0) 的 理想 , 故 它们 都 
是 IS- 代 数 (X,*,.,0) 的 理想 . 证 毕 

定理 4.2.4 设 (A.|]k c K} 是 IS- 代 数 X 的 一 族 理想 , 则 

O NA 也 是 X 的 理想 ; 


(2) AUR {4Ee 天 中 的 任意 两 个 理想 可 比较 , 即 为 一 个 理想 链 , 则 Ay 也 


是 X 的 理想 . 
证 明 ”由 定理 1.2.13 知 ， A Ák, U Ay 都 是 半 群 (X,.) 的 理想 . 再 由 定理 2.44 
A, A Ak, 9. A, 又 是 BCI- 代数 (X, *,0) 的 理想 , 故 它 们 是 IS- 代 数 X 的 理想 . 
证 毕 
但 是 , IS- 代 数 的 任意 两 个 理想 之 并 未 必 是 它 的 理想 . 
例 4.2.2 {$ X = {0,a,b, c}, 3830. u^, “” 规 定 如 下 : 


0 


Oo TT SQ oix 
QR On [vc 
DO Oo 0 oja 


0 
a 
b 
C 


c c c oja 


容易 验证 , 它 是 一 个 JS- 代 数 , 并 且 (0,2), (0,0) 都 是 x 的 理想 , 但 (0,a) U (0,0) = 
(0,a,b) 不 是 X 的 理想 . 
4.2.2 ”生成 理想 
在 BCI- 代 数 (X,x*,0) F, 把 包含 4 的 全 部 理想 的 交 ( 即 包含 4 的 最 小 理想 ) 叫 
做 4 生成 的 理想 , 记 为 (4], 并 且 有 如 下 公式 : 
(4] = (z € X| 存在 0,02,- ,an € A, 使 得 (…((z* a1) * az) *---) «a, = 0). 


在 1S- 代 数 X 中 , 为 了 建立 类 似 的 概念 和 性 质 , 引入 一 个 记号 . 
设 2,01,02,*:: ,Qn € X, id 


Cora) ag) x: )an 2*9 a, 
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由 式 (2.1.9) 得 到 
(5a) + Db, 二 (2: 3077 
i=1 j=1 j=1 i-l 

定义 4.2.3 设 4 是 IS- 代 数 X 的 非 空子 集 , 把 x 中 全 体 包含 4 的 理想 之 交 
叫做 由 A 生成 的 理想 , 记 为 [A]. 

显然 , [A] 是 包含 4 的 最 小 理想 , 并 且 如 果 A C B, W [A] c B]. 另外 , AS X fj 
理想 当 且 仅 当 A = [A]. 

定理 4.2.5 (X, .,0) 是 IS- 代 数 , 4 是 半 群 (X,.) 的 理想 , 则 


We {eex 


存在 al,az,…… ,an € A, 全 得 s+》 a =o). 


i-l 


证 明 设 


5- 人 sx 存在 a1, az- … ,an € A, 人 和 so 


i=1 


首先 , 证 明 B 是 半 群 (X,.) 的 理想 . vr e X, vbe B, 则 存在 ai,a2,.… ,an € A, 


使 得 a 
bx Ya; =0, 
¿=1 


从 而 
zb * S za; =g o» 一 2Z0 = 0， 
I-1 i=l 


bz x 》 aim = (ja 
i=l i—1 
由 于 al a2,… ,an € A, A 为 半 群 (X,.) 的 理想 , 故 
LAI, TA2, Zn;aI7:022 ,ant € Å, 


从 而 zb, bz € B, 即 说 明 B 是 半 群 (X,-) 的 理想 . 

其 次 , 由 于 A 是 半 群 (X,.) 的 理想 ,4 中 必 有 零 元 , 则 由 定理 2.4.5 4], B 是 
BCI- 代 数 (X,«,0) 的 包含 4 的 最 小 理想 , 从 而 B VEAS 4 的 关于 IS- 代 数 x fi 
理想 . 

最 后 , 证 明 B = [A]. 设 C 是 IS- 代 数 X 的 包含 4 的 任意 理想 , Vb e D, 由 


n 
b* S a; —0€C, 01,02, ,Qn € AC C 


i=1 
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&l bcc, Anl B CC. 这 说 明 B 是 ISAR Xx 的 包含 A 的 最 小 理想 , 故 B = [A]. 
证 毕 
定理 4.2.6 设 X 是 IM- 代 数 (EAK IS- 代 数 ), A 是 x 的 非 空子 集 , 则 由 

4 生成 的 理想 为 


n 
2 * V rio =0,n € N*, Tay E X, a; E A, i = 1,2,- 中 


i=1 


A sex 


证 明 ” 设 等 式 右 端的 集合 为 C, X PHEA 1. 

首先 , Vae A, axlal=axa=0, Wac, MAMACC. 
其 次 , 证 明 C 是 包含 4 的 理想 . 

Vc € C, 则 存在 zi yi € X, ai € A, i 二 1,2,.… ,n, 使 得 


Cx* »» Litiy; = 0. 
i=1 
vr e X, 用 r 左 乘 等 式 两 端 得 “ 
XC 5 TTiQiYi = 0, 


i=1 


所 以 zc e C. 同 理 可 得 cx e C, 所 以 C 是 半 群 (X,.) 的 理想 . 
设 z*y EC,y eC, 则 存在 zy € Xai E€ A, i= 1,2,--..,n, uj,vj € X,b; € 
A, j^1,2,-,m, 使 得 


"n T" 
(z * y) * sia: 一 0， y* oua; = 0, 
i=l j=1L 


从 而 
n n 
(: * Snan) *y = (T *y)* y SET = 0, 
i=1 i=l 
RẸ 
n 
ze  ziay; € y, 
i=1 
故 


j=1 
从 而 z eC, cJé IS-AX x 的 理想 . 
最 后 , 设 了 是 包含 4 的 任意 理想 , ve ec C, 由 cx II 二 0 < 了 及 每 个 


i—l 


n m m 
(: * Ys] * y ujüjU; S y * S ujajv; =0EC, 
i=1 j=l 
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ziQiyi E I A ce I, Ami ccl, 3X ORAS 4 的 最 小 理想 . 
综 上 可 得 [A] = C. 证 毕 
定理 4.2.7 设 A, B 都 是 IS- 代 数 X 的 理想 , 则 有 


[AU B] = {z € X| FE a € A,be B, 使 得 (z *a)*b=0}. 
证 明 设 K= {zeXX| FE acA be B, WEE (za) «b —0), HEM 4.2.5 4 


KC[AuUB]. FEH [AUB] C K. 
{ER x € [AU B], 由 定理 4.2.5 ATI, 存在 91, 92,:… ,gn € AUB, 使 得 


n 
EDDI? =0. 
i=1 


由 于 上 式 中 gq1, gq2,… ,gn 的 次 序 可 交换 , 不 妨 设 qu ,gp E Aquis sida € B, 则 


有 k 
(Ea) 59-0 


j=k+1 
(1) WR k= n, BD q1,… ,qn € 4, 则 由 4 是 XX 的 理想 知 xe A. 
(2) WR k — 0, 即 gq1,… ,gn € B, 则 由 B Æ x 的 理想 知 xeB. 


k 
(3) 如 果 0<k<n, 令 b= (s 3). m 


i—1 
bx y q; =0€B. 
j=k+1 
由 于 gp+1,… ,qn E B, BA X 的 理想 , 故 be B. as rb, WE 
k k k 
Das eh Das (2a) r= 
¿=i i=l i=l 
{E q,- rg EA B AXX BS, Kac, Bla-z«be A, AT 
(z xa)*b=(rxb)xa=axa=0, 
即 x < K, 故 得 
[AU B] = {z € X | FE a € A,b € B, 使 得 (z«a) «b — 0). 证 毕 
4.2.3 HEH - 


EX 4.2.4 设 C 是 JIS- 代数 X 的 非 空子 集 , 如 果 C 既是 X 的 理想 , EX 
的 子 代数 , 则 称 C 为 X 的 闲 理 想 . 


. 118 . 第 4 章 ”BCI- 半 群 (IS- 代 数 ) 


由 定理 4.2.1 和 定理 4.2.3 知 , KP(X) 和 QP(X) 都 是 XX 的 闭 理想 . 
. 由 于 半 群 (X,-) 的 理想 必 为 它 的 子 半 群 , 故 1S- 代 数 X. 的 理想 4 是 闭 理 想 当 且 
仅 当 A 是 BCI- 代 数 (X, «,0) 的 闭 理想 . 再 由 定理 2.4.7 直接 得 到 如 下 推论 : 
推论 4.2.1 ik A Æ ISARA X WER, 则 4 为 闭 理想 会 vze4 有 0*xze4. 
由 定理 2.4.8 直接 得 到 如 下 推论 : 
推论 4.2.2 X A 是 15- 代数 XX 的 非 空子 集 , 并 且 4 是 半 群 (X,.) 的 理想 , 则 
A 是 IS- 代数 X. 的 闭 理 想 e Yr, y € X,Vze A, 由 zxz*z,y*zE A 可 推出 z*ye A. 
X 4 是 IS- 代 数 x 的 非 空子 集 , id 
L(A) = {0* (0*a)la€ A]. 
Vx € L(A), 存在 a € A, 使 得 z=0x(0*a) «ae A, MM x € [A], v L(A) C [A]. 
再 由 定理 2.4.9 直接 得 到 如 下 推论 : 
推论 4.2.3 AR JIS- 代数 的 每 个 理想 都 是 闭 理想 . 
定理 4.2.8 — Ut (X, *, 0) 是 IS- 代 数 , 4 是 半 群 (X,.) 的 理想 , WR Vac A 必 
有 0*aez(4), 则 [4] VA x 的 闭 理想 . 
证 明 — vr e [4], 由 定理 4.2.5 知 , 存在 a1,a2,… ,an € A, 使 得 


z* a; —0, 
故 得 
(0423 0ra) = (E sa) * 0) 
- ($a) E 0ra 
= (Oratora Sa) Moss) 
= o» D Ora) 


= (0 * an) * (0 * an) = 0. 


由 于 0*a; € L(A) € [A], W O* zz e [AJ. 由 推论 4.2.1 ^n, [A] 为 闭 理想 . 证 毕 
定理 4.2.9 H AJ ISRA X HR, 如 果 对 任意 a € A, 存在 a’ € Auc e X, 
使 得 a = a'z(a = za’), 则 A X X 的 闭 理 想 . 
证 阴 0*a — a'0«a'z —o'(0*z), HFa € AR AS X 的 理想 , 故 
0*a-—a'(0x*z) € A. 
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由 推论 4.2.1 知 , 4 为 x 的 闭 理 想 . 证 毕 
特别 地 , 在 IM- 代 数 X 中 , Vae X, a = al, 故 由 定理 4.2.9 直接 得 到 如 下 推论 : 
推论 4.2.4 MRA x 中 的 每 个 理想 都 是 闭 理 想 . 


4.2.4 ”a 一 理 想 


2001 Æ, Roh Eun Hwan 等 引入 了 IS- 代 数 的 a- 理 想 , 并 讨论 了 它 的 性 质 . 

定义 4.2.5 WX A Æ ISARA xX 的 非 空子 集 , 如 果 

(1) A 是 半 群 (X,-) 的 理想 ; 

(2) Vz,y,z€ A, 由 (zx*z)* (Oxy) EAh,zeh 可 推出 yxzxe A, 
则 称 4 为 的 a- 理想 . 

由 于 IS- 代 数 的 a- 理 想 首 先是 半 群 (X,-) 的 理想 , 取 x c A, 则 0 — 0x € A, PA 
ca- 理 想必 包含 0. 

例 4.2.3 X X = f0,a, b, c). 


则 (X, *,.,0) 是 IS -代数 , A = (0,0) Æ X ff] a- 理想 , B = (0,0) Æ X 的 理想 , 但 不 是 


o- 理 想 , 因为 
(bxb)*(0xa)—0«c B, 


但 a«b —c& B. 可 见 , ao- 理想 与 理想 是 两 个 不 同 的 概念 . 
下 面 讨 论 o- 理 想 与 理想 和 闭 理 想 的 关系 . 
定理 4.2.10 ISARA X 的 a- 理 想必 为 X 的 闭 理想 . 
证 明 设 4 是 XX 的 a 理想, 并 设 z*ze A, zc A, Bl 


(zr*2z)*(0*0)c€ A. 
由 于 A 为 a-SEXB, 故 0* x € A, BI 
((0* z)*0)*(0«0)20*r€ A, 


故 0*(0*z)eE A, Bl (0«0)*(0»z) € A, ifi xz —r«0c A, i A Dd X 的 理想 . 
Va € A, BF 0 € A, 从 而 有 


(a*0)* (0*0)=ae A, 
HA Orac 4. 由 推论 4.2.1 知 , A 为 闭 理想 . 证 毕 
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定理 4.2.11 设 4 Æ ISARA X 的 理想 , Vz,y,z € X, 则 以 下 命题 等 价 : 
(1) A 是 a- 理 想 ; 
(2) 由 (x«z)*(0*y) € A 可 以 推出 y+* (xz) € A; 
(3) H z«(0«y) e A 可 以 推出 yxze A. 
证 明  (1))(2 设 s= (xx z)» (0xy)e A, Wi] 
((z*z)*s)*(0xy)-—((r*z)*(0«y))*s-—s*s-0c A. 
由 于 4 是 a 理想, B yx (zx*z)€ A. 
(2)=(3) 取 > = 0 直接 得 到 证 明 . 
(3) 坟 (1) H (zxz)*(0xy) €A, ze A, WE y*(x«z)c A, fl 
(x * (0 * y)) * ((x * z) * (0 *y)) x*(z*«z)&zeA, 
并 且 A Ay X 的 理想 , 故 
(x * (0 y)) * ((z*z)«(0*y)) € A, 
Af z*«(0*y)eA. t (3 f y«cc A. 证 毕 
定理 4.2.42. AS- 代数 X 中 的 每 个 理想 都 是 w- 理 想 . 
证 了 明 i AEX REER, 设 r«(0*y) c A, 由 于 X 是 AS- 代 数 , 即 BCI- 代 
数 (X,*;0) 是 结合 的 , 由 定理 3.1.1 得 
y*rz-—rz*y-—r*(0s*y)ecA, 
从 而 4 是 a- 理 想 . 证 毕 


4.3 JIS- 代数 中 理想 的 分 解 


杨 闻 起 通过 引入 IS- 代 数 的 既 约 理想 和 次 极 大 理想 , 讨论 了 它们 的 性 质 , 并 得 到 
了 把 任意 理想 分 解 为 既 约 理想 和 次 极 大 理想 的 分 解 定理 . 


4.31 婚约 理想 及 其 分 解 定 理 


定义 4.3.1 设 了 是 IS- 代 数 和 的 理想 , 如 果 对 X. 的 任意 理想 A, B, h I= ANB 
可 以 推出 T= 4 或 了 上 = B, NERI A X 的 既 约 理想 . 

定理 4.3.1 WE I Æ JS- 代数 X 的 理想 , 则 了 工 是 x 的 既 约 理想 当 且 仅 当 对 X 
的 任意 有 限 个 理想 Ai, 42,… An. WÈ I = AL As nn An, 则 存在 某 个 A; 使 得 
I= Ái. 

证 明 e 显然 成 立 . 

— 当 n = 1,2. 时 , 显然 成 立 ， 假 设 对 n-1 命题 成 立 , FRE n 个 理想 
Ai, 4A2,… , As, 使 得 了 T= Au Ag N AS, B 

I= (A NAN: -N 44 4)n An. 
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令 4=4ina4an.…n4 a, 由 定理 42.3 知 , A 也 是 X 的 理想 且 T = ANA, A 
W= AR I= An. WR I= A, 则 结论 成 立 ; 如 果 了 = A, 则 由 归纳 假设 知 , 存在 
Ail & i € n), 使 得 了 = A. 证 毕 

定理 4.3.2  W X 是 IS- 代 数 ,对 X. 的 真理 想 4 和 任意 ze X - A, 必 存 在 既 
约 理想 I, 使 得 zd IDA. 

证 明 $ 

o —(B|B & X. HR Hz£B2A) 
HF Aca, W a 非 空 . 设 8 o 中 关于 “Cc” 的 任 一 链 , 令 
Bo = B, 
BE 

由 定理 4.2.4 知 , Bo 是 X 的 理想 , HEH ré Bo 2 A, 从 而 Bo € o. 由 Zorn 5| 8A, 
a 中 必 有 极 大 元 , 设 I 为 a 中 的 极 大 元 , 下 面 只 需 证 明 7 是 既 约 理想 . 

假设 了 = Bin Bz, 其 中 Bi Bo 都 是 X 的 理想 , H Bi ZLBZI,W B, B: EG 
A I 由 了 的 极 大 性 知 B1, Bo ¢ a, 从 而 zeEB1 且 ze Bz, 即 x€e BiNB,, 故 xel 
这 与 Te a 矛盾 , MAIE X 的 既 约 理想 , 并 且 显 然 z ¢ 了 2 A. 证 毕 

定理 4.3.3 1S- 代数 X. 的 每 个 真理 想 都 可 表示 为 一 些 既 约 理想 的 交 . 

证 明 设 4 是 XX 的 真理 想 , 任 取 xe X — A, 则 由 定理 4.3.2 知 , MEERA 
想 Is, 使 得 x ¢ I 2A 4 


I= N n 
TrCX—A 
下 面 证 明了 工 = A. 
一 方面 , HF vre xX- A, I 2 A, 从 而 
f) 五 24. 
rcX—A 


另 一 方面 , 对 任意 取 定 zo € X — A, 由 于 xo dL, 所 以 
zoEX-l SX- (| L-2x-1L 
TEX—A 

Am X-ACX-IiIC A. 

综 上 所 述 , T= 4, 即 4 = Q Ra 并 且 L, 为 既 约 理想 . 证 毕 

定理 4.3.3 表明 , 只 要 能 得 到 " 代数 X. 的 全 部 既 约 理想 , 就 可 通过 作 交 来 得 到 
X 的 全 部 理想 , 从 而 既 约 理想 可 认为 是 X 的 全 部 理想 中 最 基本 的 成 员 . 

还 希望 在 定理 4.3.3 P, 当 把 任意 一 个 理想 表示 为 一 些 既 约 理想 的 交 时 ,婚约 理 
想 的 个 数 尽 可 能 少 一 些 . 

定义 4.3.2 WRX IS- 代 数 X 的 任 一 理想 升 ( 降 ) 链 

Aı C As € A3 C (A 2 A2 D A3 D...) 
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均 存 在 正 整数 n, 使 得 当天 > n 时 均 有 As = An, 则 称 X 满足 理想 升 ( 降 ) 链条 件 . 将 
满足 理想 升 (KE) 链条 件 的 IS- 代 数 X 叫做 Noether IS- 代 数 (Artin IS- 代 数 ). 

定义 4.3.3 WR IS- 代 数 X 中 的 每 个 非 空 理想 之 族 均 含有 极 大 元 ( 极 小 元 ), 则 
称 X 满足 理想 极 大 (小 ) 条 件 . 

引 理 4.3.1 1S- 代数 X 满足 理想 升 ( 降 ) 链条 件 当 且 仅 当 XX 满足 理想 极 大 (小 ) 
条 件 . 

WEB] i X 满足 理想 极 小 条 件 , 设 


A12 A2 2 A3 2 


是 X 的 任 一 理想 降 链 , 则 理想 族 (Aii > 1} 中 必 有 极 小 元 ， 不 妨 设 为 An TEŽ 
k >n Rf, Ar D An, BEF k >n, VA Ax C An, W Ak = An. 

反 过 来 , Wb X 满足 理想 降 链 条 件 , 令 a 是 X 中 任 一 非 空 理想 族 , 则 存在 A € a 
假设 a 中 没有 极 小 元 , 则 存在 A € a, 使 得 Ao 2 Ai. 同样 地 , A1 也 不 是 a 中 的 极 小 
元 , WFE A» € o, 使 得 A, 2 As. 重复 以 上 作法 , 由 于 o 中 没有 极 小 元 , 便 得 到 一 个 
无 限 严格 降 链 


FE, 从 而 o 中 必 有 极 小 元 . 

同 理 可 证 升 链条 件 与 极 大 条 件 的 等 价 性 . 证 毕 

定理 4.3.4 Noether IS- 代 数 X 中 的 每 个 真理 想 均 可 表示 为 有 限 个 既 约 理想 
的 交 . 

证 明 设 c={4I4 是 X 的 理想 , 并 且 4 不 能 表示 为 有 限 个 既 约 理想 的 交 }. 

Ate BU EC, 则 a 了 o. 由 引 理 4.3.1 知 , a 中 必 有 极 大 元 , 不 妨 设 为 1. 由 I ea 
Al, 7 不 是 既 约 理想 , 于 是 存在 真 包含 了 的 两 个 理想 A, As, WE I = ANA 由 于 了 
是 a 中 的 极 大 元 , 故 A, As d o, 所 以 A, As 均 可 表示 为 有 限 个 既 约 理想 的 交 , 从 而 
I= A NA 也 可 表示 为 有 限 个 既 约 理想 的 交 , 这 与 Te a 矛盾 , 从 而 命题 成 立 , 证 毕 

定理 4.3.5 Artin 了 -代数 X 中 的 每 个 真理 想 都 可 表示 成 有 限 个 既 约 理想 的 交 . 

证 明 ”假设 存在 OX 的 一 个 真理 想 4 不 能 表示 成 有 限 个 既 约 理想 的 交 , 取 zi < 
X 一 A, 由 定理 4.3.2 知 , 必 存 在 既 约 理想 m, 使 得 mi dL, D A. 令 A = Ie, B 
z, € 41 2 A, 又 由 假设 知 A z A, BI A, 2 A. R r € A- A, 再 由 定理 4.3.2 知 , 必 
存在 既 约 理想 Io, 使 得 rz € 1, 2 A, 令 As = Aun E. XB EA, Az 24, 并 且 
由 z2 É 1,,, 22 € Ai 知 , Ai 2 As. 重复 以 上 作法 , 由 于 A 不 是 有 限 个 既 约 理想 的 交 ， 
从 而 得 到 一 个 无 限 严格 降 链 


A12 As 2 43 D, 
这 与 X 是 Artin IS- 代 数 矛 盾 . 证 举 
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4.3.2 ”次 极 大 理想 及 其 分 解 定理 


下 面 引入 比 既 约 理想 条 件 更 强 的 一 类 理想 . 

EX 4.3.4 VW M 是 IS- 代 数 HARA. 

(1) 如 果 对 x 的 任意 理想 A, 由 A D M TEH A— M E A — X, WR M 7A X 
的 极 大 理想 ; 

(2) WREE z € X — M, 使 得 对 X. 的 任意 理想 A, 由 z& AD MM 可 推出 4= M, 
则 称 M 为 关于 元 素 r 的 次 极 大 理想 , 记 为 Me, 有 时 也 简称 为 次 极 大 理想 . 

显然 , X 的 极 大 理想 M 必 是 关于 X — M 中 任 一 元 素 的 次 极 大 理想 , 即 次 极 大 理 
想 是 极 大 理想 的 推广 . 

定理 4.3.6 ”对 IS- 代 数 X 中 的 任 一 真理 想 4 及 任意 x 6 X — A, 必 存 在 关于 x 
的 次 极 大 理想 Mr, 使 得 xz ¢ M, D A. 

证 明 设 a=1{B|IB Æ X WHAE r¢B A. 由 于 4ea' 故 a dE, E 8 
是 o 中 的 任 一 链 , $ Bo = U B, 则 由 定理 4.2.4 ^n, Bo 也 是 X 的 理想 , 并 且 显 然 


Bc 
z 4 Bo 2 A, 从 而 Bo € o. 由 Zom 引 理 便 知 , a 中 必 有 极 大 元 , 该 极 大 元 就 是 满足 条 
件 的 次 极 大 理想 . 证 毕 
定理 4.3.7 设 久 是 IM- 代 数 , A 是 XX 的 真理 想 ,ze -4, 则 4 是 关于 zx 的 
次 极 大 理想 当 且 仅 当 vy € X — A, 存在 x za Ek yas Ye € X, 使 得 


k 
PES X ziyy: € A. 


i—i 


WEBB R 4 是 关于 r 的 次 极 大 理想 , Vy c X-A, $ Ai [AU {y}, M A 2 A, 
故 rc A, 由 定理 42.6 知 , 3a,,a5,--.,a4 € AU (y) 及 mimo, En Vi, Von 
e X, 使 得 4 
zx 》 rayi = 0. 
i=1 
但 由 于 z € A, 故 01,09, ,an 不 全 在 A 内 , 不 妨 取 
01,02,::* ,Qk 二 20k+l anE A, 
则 有 . . 
($n) * 5 T;0;yj =0 €A. 
i=l 


jeu 
由 于 每 个 aj € A, 故 c;a;y; € A, J=k+1, n, 所 以 有 
k 
r* | | ziyy € A. 
i=1 


反 过 来 , Vy € X - A, 设 存在 ziyi € X, i — 1,2, Lk, 使 得 
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k 
z [[ zw € A. 


i-—1 
HF zd A, 由 定理 4.3.6 知 , 必 存 在 次 极 大 理想 Mr, 使 得 rzg M. 2 A. 假设 Ms 24A 
则 存在 y € Mr,Yy € A, EA 


k 
z*Y zc AC M, 
i=l 


于 是 
T* X ziyy: € Mz. 


由 于 M: X 的 理想 , EH y € M,, 从 而 ziyy; € Mali = 12 , k), I x € Mr, F 
盾 , 所 以 4= Ma, 即 4 为 次 极 大 理想 . 证 毕 

与 定理 4.3.3、 定 理 4.3.5、 定 理 4.3.6 类 似 地 可 以 证 明 以 下 结论 : 

定理 4.3.8 ”IS- 代 数 的 每 个 真理 想 都 可 表示 成 一 些 次 极 大 理想 的 交 . 

定理 4.3.9 Noether IS- 代 数 (Artin IS- 代 数 ) 中 的 每 个 真理 想 都 可 表示 为 有 限 
个 次 极 大 理想 的 交 . 

最 后 , 通过 下 面 的 定理 反映 次 极 大 理想 与 既 约 理想 的 关系 . 

定理 4.3.10 k A Æ ISARA X 的 真理 想 , 则 4 是 次 极 大 理想 当 且 仅 当 对 X 
的 任意 个 理想 hi(i € D) 只 要 4 = D Ai, 就 存在 io € D, 使 得 A = Ax 

证 阴 设 4 是 关于 z 的 次 极 大 理想 HA- D Ai, 由 于 x 4 4, 故 存在 io € D, 
使 得 r é Aj 2 A, 但 A 为 关于 zz 的 次 极 大 理想 ， 故 A- Ais. 

反 过 来 , 由 于 A 为 X 的 真理 想 , 则 由 定理 4.3.8 知 , A 可 表示 成 一 些 次 极 大 理想 
的 交 . 由 已 知 , 必 存 在 其 中 一 个 次 极 大 理想 等 于 A, 从 而 4 为 次 极 大 理想 . 证 毕 

定理 4.3.10 和 定理 4.3.1 表明 , 次 极 大 理想 的 条 件 比 既 约 理想 的 条 件 强 , 从 而 次 
极 大 理想 必 是 既 约 理 想 . 

当然 , 由 定理 4.3.10 知 , 在 Artin IS- 代 数 及 Noether IS- 代 数 , 特别 是 有 限 1S- 代 
数 中 , 次 极 大 理想 与 既 约 理想 等 价 . 


4.4 IS- 同 态 与 同 构 
所 有 代数 结构 都 离 不 开 同 态 与 同 构 , IS- 代 数 作为 一 种 代数 结构 , 其 同 态 和 同 构 既 
有 一 般 代 数 结构 的 共性 , 也 有 自身 的 特点 . 
4.41 ”概念 和 基本 性 质 


定义 4.4.1 3X (X, ,0) 和 (X,x,75,0) 是 两 个 SAX, f 是 X 到 X 的 映射 ， 
Vz, y € X, WẸ 
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f(T*Y) = flfl), Fle- y) = FEFE), 
W f A X aX WERKA, KE xX 34 X KEARN X 3) X 的 IS- 同 构 
映射 . 如 果 存 在 X 到 X 的 1S- 同 态 满 射 ( 同 构 映射 ), ER X 与 X 为 IS- 同 态 (IS- 同 
H), BA XXS Š). 
定理 4.4.1 如 果 f 是 到 义 的 IS- 同 态 映 射 , 则 
(1) f(0) — 0; 
(2) kr f = (ze X |f(z) 20] Æ X WHAM, KZA f 的 核 . 
WEBB — (1) f(0) = f (0*0) = f (0)«f(0) — 0. 
(2) 由 定理 2.5.4 知 , ker f 是 BCI- 代 数 X 的 闭 理想 . Vr € X, Va € ker f, 由 定理 
4.1.2 知 
f(za) = f(z)f(a) = f(z)0 — 0, 
f(az) = f(a)f(z) = 0f(z) — 0 
从 而 za,ax € ker f, 故 ker f 是 IS- 代 数 和 的 闭 理 想 . 证 毕 
定理 4.4.2 B f dé X 3) X HW] IS-IRASEAAM, A 是 X 的 子 代数 (理想 、 闭 理 
48), 则 A = JA) 也 是 x 的 子 代数 (理想 、 闭 理想 ). 
证 明 WA EXTRA, 由 定理 2.5.6 知 , A 是 BCI- 代 数 (X, «,0) 的 子 代数 ， 
且 0e A. 
Va,b € A, W f(a), f(b) € A, HF A Jg X BST PROC Wu 


f(ab) = f(a)f(b) € A, 


从 而 ab c A, 即 说 明 4 是 半 群 (X,.) 的 子 代 数 , 从 而 A 是 IS- 代 数 X 的 子 代数 . 
W AEX 的 理想 , 由 定理 2.5.6 知 , 4 必 是 BCA X 的 理想 . 
Vr € X,Va € A, 由 于 A X BCI- 代 数 (X,*,0) 的 理想 , 从 而 


f(za) = f(z)f(a) € A, f(az) = f(a)f(z) € A, 


故 ra az € A, 于 是 A 是 IS- 代 数 X 的 理想 . 证 毕 

WR A 是 X 的 闭 理 想 , 则 A 是 x 的 子 代数 , 也 是 x 的 理想 , BD A 是 X 的 闭 
理想 . 

定理 4.4.3 Wi f AE ISARA X S X 的 同 态 满 射 , 如 果 4 是 XX 的 子 代数 GE 
想 、 闭 理想 ), 则 f(4) 是 X 的 子 代数 (理想 、 闭 理想 ). 

证 明 设 4 是 XX 的 子 代 数 , 由 定理 2.5.7 知 , f(4) 必 是 BCAA (X, x,0) 的 
子 代 数 . Va,b € 4 有 f(a)f(b) = f(ab) € A, 故 f(A) 是 1S- 代数 X 的 子 代数 . 

设 4 是 X 的 理想 , 则 A 同时 是 BCI- 代 数 (X, *,0) 的 理想 和 半 群 (X,.) 的 理想 . 
由 定理 2.5.7 Anl, f(4) 必 是 BCI- 代 数 (X,*,0) 的 理想 . vz e X, vae f(A), 由 于 /为 
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HH, 则 存在 > e XX,a e A, 使 得 二 = f(z), a= fla) 由 于 4 是 半 群 (X,.) 的 理想 , 故 
za, az € A, 从 而 

Ta = f(z)f(a) = f(za) € f(A), 

az = f(a)f(z) = f(ax) € f(A), 
dk f(A) 是 15- 代数 X 的 理想 . 

设 4 是 IS- 代 数 X 的 闭 理想 , 则 由 上 面 的 结论 知 , A 必 是 IS- 代 数 X. 的 子 代 
数 和 理想 , 从 而 是 x 的 闭 理想 . 证 毕 
4.4.2 ” 积 代 数 、 商 代数 和 同 态 基本 定理 

定理 4.4.4 X (Xi, *4, i 00) € D) 是 一 族 IS- 人 代数， 令 

X= II x. 
i€ED 
Vf,g EX, 规定 
(f *g9)(i) = f(i)*g(, VieD, 


(f9)(i) = f(i) agli), Vie D, 
0()=0; vieD. 
容易 验证 ， (X, *, ,0) 是 一 族 IS- 代 数 (Xi, *i, “is 0i) 的 积 代数 ， 并 且 vi € D, y: X > Xj 
f 一 (i) Æ X $ xX 的 同 态 满 射 . 
证 明 显然 , p dé x 到 XX; 的 满 射 . vf,ge 久 有 
plf *g) = (F *g)(i) = f) * gli) = e(f) * eg), 


e(fg) = (FD) = f(i)g(i) = e(f)e(g), 
故 o K XFX miss. 证 毕 
定义 4.4.2 Wt 4 是 IS- 代 数 (XX,*,.,0) 的 理想 , 规定 


royerskyy*mccA. 
容易 验证 ,“~” 为 X 上 的 等 价 关系 , 称 为 关于 理想 A 的 同 余 关系 , WA 
z = y(modA). 
vr € X, 将 该 关系 决定 的 同 余 类 记 为 
r*A—líyeXl|y«z,z*yc A}. 
定理 4.4.5 VLA 是 IS- 代 数 (X,*,.,0) 的 理想 , 令 


X/A-—(z*Alze X). 
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规定 
(z*A)*(y*A)= (TZ*+Yy* A, (x* Aye A) ry*A, 


则 (X/A, *, -0+ A) 是 IS- 代 数 , 称 为 X 关于 理想 A 的 商 代 数 . 
WEB] ”首先 , 证 明 以 上 定义 的 x 和 . 运算 是 良好 的 . 由 2.5 节 的 讨论 知 , 以 上 定 
义 的 运算 * 是 良好 的 . 设 


z*ÁA—u*sA, y*A-—vxA, 
BÜr*uusz,y*v,v*yc A, WA 
TY * uy = THUY € A, uy*zy-—(uxz)y € A, 
故 zy* A = uy x A. FIT uy * A = uv A, EC xy * A = uv x A, BẸ 
(xx A)(y* A) = (ux A)(v x A). 
其 次 , 证 明 (X/A,*,.,0« A) 是 ITS- 代数 . 由 定理 2.5.1 A1, (X/A, x, 0* A) 是 BCL 代 
数 , 任 取 zx A, y* 4,z* AeXX/A, WE 
(z* A)(y* A)(z* A) = (zy)z * A = z(yz) « A 
= (z* A)((y * A)(z * A)), 
故 (X/A, -) 是 半 群 . 
((x x A) * (yx A)(z* A) = ((x + y) x A)(z x» A) = (x«y)z« A 
= (zz * yz) * A = (zz + A) x (yz * A) 
= (x x A)(z * A) x (y A)(z * A). 


同 理 ， 
(z* A)((z * A) * (y x A)) = (z * A)(x * A) * (z x A)(y * A), 
故 (X/A, x, 0x A) 是 IS- 代 数 . 证 毕 
定理 4.4.6 Xt A 是 IS- 代 数 X 的 理想 , 如 果 X 是 KS- 代 数 (AS- 代 数 、PS- 代 
数 、QS- 代 数 ), 则 商 代数 X/A 也 是 KS- 代 数 (AS- 代 数 、PS- 代 数 、QS- 代 数 )， 
证 明 设 针 是 KS- 代 数 ,Vz € X 8 0x —0, AMA 


(0 * A) * (x * A) = (0«z) * A 0x A, 


于 是 X/A 是 KS- 代 数 . 其 他 同 理 可 证 . 证 毕 
定理 4.4.7. 设 4 是 IS- 代 数 X 的 理想 , 则 X ~ X/A, 同 态 满 射 为 :z 一 zx 4， 
称 x 为 正则 同 态 . 
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证 明 BA,” 为 满 射 , vz,ye 和 有 
m(r*y)-—(r*y)*A-—(r«*A)*(y* A) = (x) «n(y), 


T(zy) = zy * A = (x x A)(y * A) = n(x)n(y), 
Bü x9 x/A 的 满 同 态 . 证 毕 
定理 4.4.8 WE f EISZ X.) X. 的 同 态 满 射 , 则 
K =kerf = {x € X|f(z) 20) 
是 X 的 理想 , 并 且 X/K s x. 
证 明 BA, K = 广 !(D), 由 于 {0} Æ X 的 理想 , f 为 同 态 满 射 , 则 由 定理 4.4.2 
An, K DA X 的 理想 . 令 
p:X/K >X, z*AÀ-— f(z), 


由 定理 2.5.0 的 证 明 过 程 知 , o 为 X/K 到 X 的 BCI- 同 构 映 射 . 
vz* A,y* AEX/K 有 


v((z * A)(y * A)) = p(zy * A) = f(xy) 
= f(z)f(y) = p(x * Ay * A), 


从 而 o 是 X/K 到 X WARRI. 证 毕 


4.5 1S- 代数 中 的 中 国 剩余 定理 


在 1.4 节 中 已 经 介绍 了 环 论 中 的 中 国 剩余 定理 . 2001 E, 辛 小 龙 将 它 推广 到 IS- 代 
数 上 来 . 

首先 , 在 IS- 代 数 中 引入 理想 的 和 与 积 . n 

EX 4.5.1. BX Æ ISARR, 41, 42,… ,4n 都 是 XX 的 理想 , 则 称 由 并 集 U ^ 
生成 的 理想 n3 为 理想 A1, An, An 的 和 , 记 为 Ai 二 As 十:… As 

令 

Y —(a2:--a4|ai € Aii = 1,2,...,n}, 

将 Y 生成 的 理想 叫做 A, 4A2,… , An 的 积 , 记 为 AA An. 

显然 , 以 上 加 法 和 乘法 满足 结合 律 和 交换 律 . 

4.4 节 还 给 出 了 IS- 代 数 中 理想 同 余 的 概念 : 设 A 是 IS- 代 数 X. 的 理想 , 对 任意 
ZEX,z 和 yy 关于 理想 4 同 余 , 是 指 z*ye A 和 yy*zxe A 同时 成 立 . 这 时 , 记 
z — y(modA). 定义 4.4.2 说 明 , 以 上 同 余 是 X 上 的 等 价 关系 . 
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为 了 建立 IS- 代 数 中 的 中 国 剩 余 定 理 , 先 给 出 以 下 定理 : 
定理 4.5.1 Wt X ÆISRÄ, A, B, C Æ X KERM, WA 


(A--BY((A C) C A4 (Bn O). 
WEBB — Ur c(A-B)A-O), 由 定理 42.5 All, FE m € A+B, n; € AC, 4E 


T 
To > Mini = 0. 


《一 1 
由 于 4+B,4+C 是 X 的 理想 ,并且 mse4+B,nie4+C, 则 由 定理 4.2.7 An, TE 
在 aj, € A, b; € B, ci € C, 使 得 


得 


(m4 * ai) * b; = 0, (ni * aj) * cj = 0, 
从 而 m;*a; € B, n; +a; € C. 注意 到 B, C Æ X 的 理想 , WA 
(mi * aj)(ni* aj) € BNC, 
即 
(payaij(naik a) = (min; * Mia) * a; (n; * o^) E€ BAC. 
但 是 ， mia;, a; (ni * Qi) € A, 故 有 
mini E A-(BnC) i-1,2,-:,n 

成 立 , 从 而 xe A4 (BnC). 证 毕 

现在 给 出 本 节 的 主要 结果 . 

定理 4.5.2(IS- 代 数 中 的 中 国 剩余 定理 ) 设 A, Az, AS 是 IS- 代 数 X 的 理 
想 , 并 且 满 足 

(1) X?c-A;-X,i—12,..,nm 

(2) Ai + Aj —X,,j4—12,-- „nmi X j, 
则 对 任意 bi,bo,--- , bn, € X, 一 定 存在 b € X, 使 得 

bz b;( mod A;), i= 1,2,- s, 

从 而 在 以 理想 A, 0 As 0 An 为 模 同 余 的 意义 下 , 5 是 被 唯一 确定 的 . 

证 明 由 于 A +42 = 六 ,41 +4 = X, 则 由 定理 4.5.1 得 

X? = (Ai 十 42)(41 十 43) C 41 十 (A2 n Aa). 
又 由 题 设 X = A + X?, 从 而 有 
X =A +X? € A4 + (A1 + (42 N A3)) = A1 + (A2 N A3) C X, 


所 以 有 
X=AÁ + (A2 N A3). 
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为 了 应 用 归纳 法 , 假定 
X = Ai + (A2 N Ag n D Asa), 
由 定理 4.5.1 得 
= (Ai + (A2 N A3 N N Ar 4tLt4)G4H+L(4na4sn O0 Ak), 
从 而 


于 是 有 
由 归纳 法 原理 有 


X = X? +A C Aj (Ag Ag 0 Ag) € X, 


X = A + (Ag N Ag N- N Ag). 


X = Ay + (ANAN n A) = A e(l A. 
izl 
类 似 地 , 可 以 证 明 , 对 = 1,2,… ,n 有 


X = Åk + N Aj. 
isk 
由 以 上 论断 可 以 推出 , 对 每 一 个 k, 都 存在 元 素 ar € Ax 和 rp € N A; 使 得 
izk 
bk = Ok 二 Tk, 
ADM iv k 
rk = bk(mod Ak), rk = 0(modA;). 
4 bsritrit trn, 则 对 每 一 个 i = 1,2, ,n, 都 有 
b= ri + r2 +: +Trna 三 bi(mod Ai). 
最 后 证 明 唯 一 性 . 设 ce X 也 满足 
c = bi(modA;)(i = 1,2,--- ,n), 


pu 
b = c(mod A;)(i = 1,2,--: n). 


因此 , 对 每 一 个 i 二 1,2,… n bree A, Besbe A, ATI brc cbe (| A; 这 表明 
?一 工 


p= e (moa fa). 证 毕 


i—i 
在 定理 4.5.2 rh, 如 果 x 有 恒 等 元 , 则 X? = X, 从 而 X2 + A; — X 对 每 一 个 理 
想 A; 都 成 立 , 从 而 定理 4.5.2 的 条 件 减 少 为 一 个 , 即 


4 十 4 三 和 1 一 12 n, Éj. 
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推论 4.5.1 设 41, 42,… ,4。 是 环 R 的 理想 并 适合 R +A = RA A+A; = R, 
Rri-12, ,j-12,.-,n Hi z j. WR bbz ,bn € R, IFE bE R, dE 
得 b= bi(modA;), i — 1,2,--- ,n. 

进一步 , 以 理想 A 0 Ao n 0 Así 为 模 的 同 余 意义 下 , 5 是 被 唯一 确定 的 . 

证 明 EI R E, 定义 运算 “x” 如 下 : a *b 二 a 一 5,a,be R. 由 定理 4.1.1 知 ， 
(R,*,-,0) 是 一 个 IS- 代 数 , 从 而 定理 4.5.2 的 条 件 全 部 满足 , 于 是 由 定理 4.5.2 的 结论 ， 
可 找到 一 个 be R, 使 得 


b = bi(mod A), į = 1,2,:-- QD 


并 且 以 理想 4A1 Aa nm …: n An 为 模 , b 是 被 唯一 确定 的 . 证 毕 
在 以 上 论述 中 , 将 A 看 成 环 尺 中 的 理想 也 成 立 . 
推论 4.5.2 ”给 定 正 整数 mi,mo ,mn, 其 中 当 iA j Bf (mi,my) = 1, 则 对 任 
意 整数 bi 0o, bn, 同 余 方 程 组 


z = bi(modmı), 
z = ba(modm2a), 


z = b4(modm,) 


有 解 且 在 模 m = mmm, 下 , 这 个 解 是 唯一 的 . 
证 明 考虑 R= 2Z, 其 中 2 表示 整数 集合 . 已 经 知道 , (Z, +,-) 形成 一 个 环 , 其 中 
“+” 和 “” 表 示 通 常 整数 的 加 法 和 乘法 . 设 A; = (mj) = (smi|s e Z), 则 容易 验证 ， 
A, 是 环 R 的 理想 , 其 中 i = 1,2, ,n. 应 用 推论 4.5.1 可 推出 要 证 的 结论 . 证 毕 
由 以 上 推论 可 以 看 出 , IS- 代 数 中 的 中 国 剩余 定理 是 初等 数论 和 环 论 中 的 中 国 剩 
余 定理 的 推广 . 
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BOER (19- 代 数 ) 是 在 BCI- 代 数 的 基础 上 通过 添加 半 群 结构 而 形成 的 逻辑 代 
数 , 它 又 是 环 的 概念 的 一 般 化 , 所 以 它 与 环 和 半 环 之 间 有 着 紧密 的 联系 . 本 章 先 讨 论 
几 种 与 环 和 半 环 有 直接 联系 的 IS- 代 数 , 再 在 任意 IS- 代 数 中 建立 AS- 部 分 、PS- 部 分 
和 QS- 部 分 , 以 刻画 IS- 代 数 与 环 和 半 环 的 接近 程度 ; 还 借助 于 环 的 特征 理论 , 建立 了 
IS- 代 数 的 特征 的 概念 , 给 出 了 IS- 代 数 的 特征 与 环 的 特征 之 间 的 关系 , 并 用 特征 刻画 
TEFAF IS- 代 数 、KS- 代 数 、AS- 代 数 和 QS- 代 数 . 最后, 通过 给 出 一 般 IS- 代 数 
的 伴侣 半 环 和 伴随 半 环 , 以 此 研究 一 般 IS- 代 数 与 环 和 半 环 的 关系 . 


5.1 _ AS- 代数 、PS- 代 数 、QS- 代 数 与 环 和 半 环 的 关系 


本 节 讨 论 三 类 JS- 代数 : AS- 代 数 、PS- 代 数 、QS- 代 数 , 通过 论证 它们 与 环 和 半 
环 的 关系 , 说 明 这 三 类 IS- 代 数 的 重要 性 . 


5.1.1 AS- 代 数 与 环 


定义 5.1.1 设 (X,*,.,0) 是 IS- 代 数 , 如 果 BCI- 代 数 (X, «,0) 是 结合 的 , 则 称 
(X, *, 0) 为 AS- 人 代数， 

定理 5.1.1 ”如果 (X, «,.,0) 是 AS- 代数, W (X, +, 0) 是 特征 为 2 的 环 . 反 过 来 ， 
WR (R +, ) 是 特征 为 2 的 环 , 则 (R, 十 ,…,0) 是 AS- 代 数 . 

WERA — UE (X,«,.,0) 是 AS- 代数, 由 定理 3.1.6 知 , (和 X,*;0) 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 
合群 , 且 oy my 故 (X,*，,0) 必 是 环 . 又 由 于 mm = 0, 故 该 环 的 特征 为 2. 

Xt (R, +， ,0) 是 特征 为 2 的 环 , 由 定理 4.1.1 0, (R, —,.,0) 是 19- 代 数 . 由 于 环 
R 的 特征 为 2, 故 对 任意 ze Rz4-:-0,H] -r= r, TÉ z—-y—r-cy, AW R 
中 加 法 与 减法 一 致 , 所 以 , (R, 十 ,…,0) 必 是 19- 代数, 并且 (R, +,0) 显然 是 结合 BCA 
数 , AT (R, v, -,0) 是 AS- 代 数 . 证 毕 

定理 5.1.1 WH, AS- 代 数 与 环 有 紧密 的 联系 . 不 仅 如 此 , AS- 代 数 与 环 的 理想 之 
间 还 有 以 下 结论 : 

定理 5.1.2 Ut R 是 特征 为 2 的 环 , 将 RE 看 成 环 与 看 成 IS- 代 数 , 其 理想 是 一 
致 的 . 

证 明 设 工 是 环 R 的 理想 , 任 取 x,y eR, 并 且 z+yeTye7, 则 


r-—í(rty)-ycl, 
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从 而 工 必 是 IS- 代 数 R 的 理想 . 反 过 来 , 设 了 是 IS- 代 数 R 的 理想 , 任 取 r, y c R, 由 
Tzrz-(r-y-yelHycer,MWüz-yezcryel, PIA IL UEA RR 的 理想 .证 毕 


5.1.2 PS- 代数 与 环 

定义 5.1.2 VE (X, *,.,0) 是 IS- 代 数 , 如 果 BCL 代数 (X,* ,0) 是 广义 结合 的 ， 
则 称 (X, *,-,0) 为 PS- 代 数 . 

定理 5.1.3 WR (X, *,.,0) 为 PS- 代 数 , 令 


T+Yy= ZT*(0*Yy), (5.1.1) 


则 (X,+, ) 是 环 , 并 且 0 为 零 元 , 0 z 为 x 的 负 元 , RER, 如 果 (R, +,- ) Æ, 则 
(R, —,., 0) 是 PS- 代 数 . 
证 明 ”由 定理 3.2.8 知 , (X,+) 是 以 0 为 零 元 的 Abel SE, 并 且 0*z 为 z 的 负 元 ， 
AK (X,+) 是 Abel É. 显然 , (X,.) EFR, 又 由 定理 4.1.2 得 
z(y + z) = z(y * (0 * z)) = xy * (£0 * xz) = xy + xz. 
同 理 可 得 
(z--y)z = zz + yz, 
所 以 , (R, +,,0) 是 环 . 
反 过 来 , 车 (R, +, 0) 是 环 , 则 容易 验证 (R, —,.,0) 是 IS- 代 数 . 由 于 0 一 (0 一 x) = 
定理 5.1.4 如果 (XX,*,，: ,0) 为 PS- 代数, 并 且 按 (5.1.1) 生成 的 环 是 (X,+), 
则 环 (X,--,.) 的 理想 必 是 PS- 代 数 (X, x,- ,0) 的 理想 . 
证 了 明 设 了 是 环 (X,+,:) 的 理想 , 设 zxye1T,ye7, 则 yy 十 (xz*y) ET 了, 由 定理 
3.2.3 得 
z—ys(y*x)-ys(0Os(z«y)—yct(z*y)et, 
所 以 了 是 PS- 代 数 (X,*,:,0) 的 理想 . 证 毕 
5.1.3. QS- 代数 与 半 环 
EX 5.1.3 WE (X, «,-,0) 是 1S- 代数 , 如 果 BCI- 代 数 (X,*,0) 是 拟 结合 的 , 则 
称 (X,*,: ,0) 为 QS- 代 数 . 
定理 5.1.5 fE QS- 代 数 (X,*,.,0) H, $ 


T+Y= 0* (zr*Y), (5.1.2) 


则 (X,+, -) 是 加 法 交换 半 环 . 
证 明 ”由 定理 3.3.9 知 , (X,+) 是 交换 半 群 . BA, (X, ) 是 半 群 . 又 由 定理 4.1.2 
知 
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m(y-z)-—zx(0*(y*z)) = x0 * (zy * zz) = 0*(xy*zz) = zy + zz. 
同 理 得 
(z +y)z = zz +yz, 

故 X, +，) 是 加 法 交换 半 环 . 证 毕 

定理 5.1.6 ”在 QS- 代 数 (X,*,.,0) P, (X,+, -) 是 按 (5.1.2) 生成 的 半 环 , 则 
IS- 代 数 (X, x,- ,0) 的 理想 必 是 半 环 (X, 2, ) 的 理想 . 

HERA 设 工 是 IS- 代 数 (X,*,.,0) 的 理想 , ER S y € I, 由 于 了 也 是 BCI- 代 数 
(X, *,0) 的 理想 , 故 由 定理 3.3.1 得 

(0*y)*y-0*(y*y) -0*0—0€I, 

从 而 0*ye 由 定理 3.3.1 得 


(ro y)*z-—(0-(r*y)*z—0*((r*y)*a) 
-0* (r2) +y) = 0% (0*y)=0*y EZ. 


由 于 xel 故 z+ye 1 从 而 T 是 半 环 (X,+, ) 的 理想 . 证 毕 


5.2 AS- 部 分 、PS- 部 分 和 QS- 部 分 


本 节 引 入 IS- 代 数 (X, «,-,0) 的 AS- 部 分 、 PS- 部 分 和 QS- 部 分 , 证 明 它们 都 是 
X 的 子 代数 , AS- 部 分 、PS- 部 分 、QS- 部 分 分 别 生 成 环 和 半 环 , 并 给 出 了 它们 成 为 理 
想 的 几 个 等 价 条 件 . 


5.2.1 IS~ 代 数 的 AS- 884) 
设 (X,*,:,0) 是 IS- 代数 , 在 4.1 节 中 记 
AP(X)= (xe X|0«z— x]. 
下 面 给 出 AP(X) 的 一 个 性 质 . 
定理 5.2.1 设 (X,*,.,0) 是 IS- 代 数 , 则 AP(X) 是 x 中 的 子 代 数 和 特征 为 2 


的 环 , 并 且 是 X 中 关于 运算 “*”,“” 的 最 大 环 . 
WEBB HER z,y € APCX), WA 


Ox*(r*y)-—(0xz)*(0*y)—r*y, 

0 * (zy) = (0y) * (zy) = (0 * z)y = zy, 
所 以 z*y,zy € AP(X), 从 而 AP(X) Æ X 的 子 代数 . AP(X) 也 是 BCL 代数 (X, 0) 
的 结合 部 分 , 所 以 (APQX), «,0) 必 是 结合 BCI- 代 数 , 从 而 (AP(X), «,.,0) 是 AS- 代 
数 . 由 定理 5.1.1 知 , (APCX)), «,-,0) 是 特征 为 2 的 环 . 
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设 Y 是 中 关于 运算 “x”,“.” 的 任意 环 , 任 取 yeY, 由 于 0xy=y*0=y, 所 
以 vy eAP(X), TÉ Y CAP(X). 证 毕 
定义 5.2.1 设 (X,*,.,0) 是 IS- 代 数 , 将 
AP(X)= {z€ XI0*z= 2} 


TR X 的 AS- 部 分 . 

由 定义 5.2.1 显然 可 知 , IS- 代 数 (X, x, 0) 是 AS- 代 数 当 且 仅 当 AP(X) = X. 又 
由 定理 4.1.4 知 , APCX) 必 是 半 群 (X,.) 的 理想 . 但 是 , 一 般 地 , AP(X) 未 必 是 IS- 代 
数 的 理想 . 

例 5.2.I W X = {0,a,b}, 规定 zy = 0, 


0 
a 
b 


JU (X, *,-,0) 是 IS- 代 数 , 并 且 AP(X) = (0,0), 但 是 由 于 
G*b-—bc AP(X), a£ AP(X), 


故 AP(X) 不 是 X 的 理想 . 下 面 讨论 AP(X) 成 为 理想 的 条 件 . 

定理 5.2.2  AP(X) 是 IS- 代 数 (X,* ,. ,0) 的 理想 当 且 仅 当 AP(X) 是 BCL 代 
数 (X,* ,0) 的 理想 . 

证 明 ”必要 性 显然 , 下 面 证 明 充分 性 . 设 AP(X) 是 BCI- 代 数 (X, *,0) 的 理想 ， 
又 由 定理 4.1.4 知 , AP(X) 必 是 半 群 (X, -) 的 理想 , 所 以 AP(X) 是 19- 代数 X 的 理想 ， 

证 毕 

由 定理 5.2.2 和 定理 3.1.10 可 直接 得 到 如 下 推论 : 

推论 5.2.1 Șt AP(X) 是 IS- 代 数 (X,*,.,0) 的 AS- 部 分 , 则 APCX) Æ x f 
理想 当 且 仅 当 Vz,y € X, Vae AP(X), H z«a— yxa PIEH z= y. 
5.2.3 ”IS 代数 中 的 PS- 部 分 

SP(X) = (x € XJ0*(0*2z) 2x]. 

下 面 给 出 SP(X) 的 一 个 性 质 . 

定理 5.2.3 TE IS- 代 数 (X,*,.,0) 中 有 

(1) SP(X) 是 (X,*,…,0) 的 子 代数 , 并 且 (SP(X), x, ,0) 是 PS- 代 数 ; 

(2) 在 SP(X) 中 , 定义 
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z+y= 7*(0*Yy), 


则 SP(X) 是 (X, «,,0) 中 关于 “+”，“” 的 最 大 环 . 
证 明 (1) Vz,y ESP(X) 有 


O x (Ox*(T*#Y)) = (0*(0*z) *(0x(0«y)) —z*y, 
0* (0 = zy) = (0y) * ((0y) * (xy)) = (0* (0 2))y = zy, 
BU r*y,ry e€SP(X), 所 以 SP(X) Æ (X,*,.,0) 中 的 子 代 数 . 显然， (SP(X), *, -, 0) 是 
PS- 代 数 . 
(2) 由 (1) 知 , (SP(X), * 0) 是 BCI- 代 数 , 必 为 广义 结合 的 , 故 (X,*,…,0) 为 PS- 代 
数 . 由 定理 5.1.3 Ail, (SP(X), +, ) 是 环 . 
设 (Y+, -) Æ X 中 的 任 一 环 , ER y EY, 0+y=y+0 = y* (0x0) =y, 即 
0* (0* y) = y, FÆ y ceSP(X), 即 得 Y CSP(X). 证 毕 
定义 5.2.2 ”在 IS- 代 数 (X, ,-,0) 中 ,将 


SP(X)= {x € X|J0*(0*z) = zx} 


叫做 X 的 PS- 部 分 . 
例 5.2.2 $ X —(0,a,b,c), 乘法 为 zy = 0, 运算 e^ 规定 为 


在 IS-F X 中 , ER zy €eSP(X), $ zy — m (0 y), ll 
O * (0 (x + y)) = 0 (0* (x  (0* y))) 
= (0 (0*x z)) * (0 (0 (0 y))) 
=z#(0#y) = zy, 
从 而 z,y € SP(X), 所 以 这 个 加 法 也 可 作为 SP(X) 上 的 二 元 运算 . 
下 面 讨论 AP(X) 成 为 理想 的 条 件 . 
首先 , 与 定理 5.2.2 同 理 可 得 如 下 定理 : 


定理 5.2.44. SP(X) 是 IS- 代 数 (X, *,-,0) 的 理想 当 且 仅 当 SP(X) 是 BCL 代数 
(X,*,0) 的 理想 . 
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5.2.8 ”1S 一代 数 中 的 Qs- 285 
Wt (X,*,.,0) 是 IS- 代 数 , 在 4.1 节 中 记 
QP(X)= (re X|0*(0»2z) 20*z]). 
下 面 给 出 QP(X) 的 一 个 性 质 . 
定理 5.2.5 TE IS- 代 数 (X,*,.,0) 中 有 
(1) QP(X) 是 (X,*,.,0) 的 子 代数 ; 


(2) 在 QP(X) "P, 定义 
T+Y= 0* (zr*Yy), 


N) QP(X) 是 (X,*,…,0) 中 关于 “+” 的 最 大 交换 半 环 . 
证 明 (1) Vz,y eQP(X) 有 
O æ (0* (z*y)) —(0* (0 z)) * (0* (0 y)) = (0 * £) + (0 * y) 
=0* (z * y), 
O + (0 * (zy)) = (Oy) * (Oy) * (zy)) = (0 (0 z))y = (0* z)y 
—Ü0y*zy-Ü0s*zy, 
Bl z «y, zy ceQP(X), 所 以 QP(X) 是 (X,*,…,0) 中 的 子 代数 . 
(2) 由 (1) 知 , (QP(X),*,0) 是 BCI- 代 数 , 必 为 拟 结合 的 , 故 (X,* ,0) 为 QS- 代 
数 . 由 定理 5.1.5 知 , (QP(X), +, ) 是 加 法 交换 半 环 . 
设 (Y,+,-) 是 和 中 的 任 一 加 法 交换 半 环 , 任 取 yeY, 有 
Oy=y+0=0*(y*0)=0*y, 
即 O» (0*y) = 0*y, 于 是 yeQP(X), 即 得 Y CQP(X). 证 毕 
定义 5.2.3. TE IS- 代 数 (X,* ,0) 中 ,将 
QP(X) = (x € X| 0 * (0« z) 20x) 
叫做 X 的 QS- 部 分 . 
例 5.2.3 X —(0,a,5,c), 乘法 为 zy = 0, 


则 (X,*,:,0) 是 IS- 代 数 , 并 且 有 
AP(X) = {0}, SP(X)= {0,a,c}, QP(X) = (0,5). 
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在 IS- 代 数 x 中 , 令 


z-y-—Ü0*(r*y) 
任 取 zy € QPCX), 则 
O + (0 (£  y)) = 0 (0* (0 * (zy))) = 0 * (z*y), 
O * (z +y) =0 » (0 x (x x y)) = (0 » (0*2)) * (0 (0 * y))= (0 * z) » (0* y)=0 * (£ * y), 
从 而 z 4 y € QPCX), 所 以 这 个 加 法 也 可 作为 QP(X) 上 的 运算 . 
定理 5.2.6  QP(X) 是 19- 代 数 (X,*,., 0) 的 闭 理 想 . 
证 明 ”由 定理 3.3.14 知 , QP(X) 是 BCI- 代 数 (X,*,0) 的 闭 理 想 . 又 由 定理 4.1.4 
知 , QP(X) 是 半 群 (X, .) 的 理想 , 故 QP(X) 是 IS- 代 数 (X,* ,0) 的 闭 理想 ， ”证 毕 


5.8 IS- 代 数 的 特征 


本 节 引 入 1S- 代 数 的 特征 的 概念 , 讨论 它 的 性 质 , 给 出 了 IS- 代 数 的 特征 与 环 的 特 
征 之 闻 的 关系 , 并 用 特征 刻画 了 无 零 因子 IS- 代 数 、KS- 代 数 、AS- 代 数 和 QS- 代 数 . 
5.3.1 概念 与 基本 性 质 

为 了 把 IS- 代 数 与 环 和 半 环 联系 起 来 , 把 2.1 节 中 as z^ 记 为 axnz, 则 2.1 节 中 
的 公式 可 表示 为 

(1) (x * ny) * mz = (z * mz) «ny; 

(2) 0 * (0 nz) = 0 * n(0 * z); 

(3) 0 * n(z * y) = (0 * ng) » (0 * ny); 

(4) (0 x mz) * (0 * nz) = 0 * (m —n)z, m 2 m; 

(5) 0 * m(0 * nz) = 0 * (0 x (mn)z); 

(6) x * (x * n(x *y)) = zx * ny. 

定义 2.3.1 可 表述 如 下 : 在 BCI- 代 数 X H, z e X, 将 满足 


O0*nzr-Q 


的 最 小 正 整 数 ”叫做 元 素 x 的 阶 , 记 为 [e| 如果 对 任意 正 整 数 n 都 有 
0 * nz x 0, 


则 称 z 的 阶 为 无 穷 大 . 
定理 2.3.4 可 表述 如 下 : 在 BCI- 代 数 X 中 , 如 果 |z| = n, 则 


O*nz-—0«en|m. 
定理 2.3.5 可 表述 如 下 : 在 BCI- 代 数 X H, vr, y e X, WA 


|z*y|ln & 0*nz —0»*ny. 
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已 经 知道 , 环 中 有 元 素 的 阶 的 概念 , 并 把 所 有 非 零 元 素 的 最 大 阶 叫 做 环 的 特征 , 环 
的 特征 能 很 好 地 刻画 环 本 身 . 2.3 节 中 也 给 出 了 BCI- 代 数 中 元 素 的 阶 , 自然 希望 把 环 
的 特征 理论 移植 到 IS- 代 数 上 来 . 

定义 5.3.1 ”在 IS- 代 数 (X,*,.,0) 中 , 将 元 素 z 关于 BCL 代数 (X, ,0) 的 阶 
叫做 元 素 x 的 阶 , 将 X 中 所 有 元 素 的 最 大 阶 叫做 X 的 特征 , 记 为 charX. 如 果 X 中 
的 所 有 元 素 的 最 大 阶 不 存在 , 则 记 为 charX = oc. 

Vr € X,0»z cSP(X), 由 定理 2.3.2 知 |z| = 10*z|. 又 由 定理 5.2.3 知 , SP(X) X 
于 加 法 z+y=zxr(0*g) 和 乘法 是 一 个 环 , 则 0 * z 在 环 (SP(X), c.) 中 的 阶 与 它 在 
IS- 代 数 中 的 阶 是 否 一 致 ? 

将 元 素 z 在 IS- 代 数 和 环 中 的 阶 分 别 记 为 el, M lz| ,以 区 别 这 两 个 概念 . 

要 特别 注意 的 是 , 用 n(0* x) 表示 0* x 在 半 环 (SP(X), +, -) PRI n fi. 

定理 5.3.1 dE IS- 代 数 (X,*,…,0) P, 对 任意 Vr e X 有 0*zeSP(X), 并 且 


Izl, = 0» al, - 
证 明 ”对 任意 Vr e X, 由 定理 3.2.13. 知 0x x eSP(X). 由 定理 2.3.2 An 
lz], = [0x z], 
先 证 明 对 任意 正 整 数 k 都 有 k(0 x* 7) = 0 x kx. 
当天 = 1 时, 显然 成 立 . 下 设 对 有 一 1 有 (k— 1)(0* z) — 0» (k — 1)z, Bl 
k(0 * z) = (k — D)(0* x) + (0 * z) = (0* (k — 1)z) + (0 (0 * z)) 
= (0 x (0 x (0 x z))) « (k — 1)z = (0* z) * (k — 1)z —0* kz, 
从 而 对 任意 正 整数 k 都 有 


k(0 * z) = 0 kz, 
k(0* z) =0 $ 0* kgr = 0, 


i JO x m), = JO*z|,. XEF |z], = [0 * £) , 从 而 |z], = JO * zl. 证 毕 
定理 5.3.2 ISARA X 到 环 (SP(X),+,-) 上 的 映射 


Q:rxr—Ü0*r 


是 保持 阶 不 变 的 同 态 满 射 . 
证 明 ”由 定理 3.2.13 显然 得 到 o 是 满 射 . 对 任意 x,y € X, 设 


TO0*TY 0*Y, 


(0 + z) + (0 x y) = (0* z) * (0* (0 x y)) = (0 * z) * (0 * y), 
(0* z)(0* y) = (0 x z)0 » (0 * z)y = 0 * (0 * zy) = 0 * zy, 
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m*y-0*(r*y)—(0xz)*(0*y) = (0* x) + (0* y), 


zy — 0 x zy = (0 * z)(0 » y), 


所 以 o 是 同 态 满 射 . 由 定理 5.3.1 的 证 明 过 程 知 |z|, = |0 * z|,. 证 毕 

定理 5.3.3 JIS- 代数 (X,*,…0) 的 特征 与 环 (SP(X), -,-) 的 特征 相等 . 

证 明 XER re xX, 设 iv, = n, 由 定理 3.2.13 知 0kz cSP(X). 又 由 定理 5.3.1 
A |z|, = |0* zl 

反 过 来 , 对 任意 0* x ESP(X), 设 JO«z|, — m, 由 定理 5.3.1 知 |e], = m, 从 而 
IS- 代 数 (X, * .,0) 与 环 (SP(X), +, -) 的 特征 相等 . 证 毕 

已 经 知道 , 如 果 加 群 G 的 所 有 元 素 有 最 大 阶 m, 则 每 个 元 素 a 的 阶 都 是 m 的 因 
数 , HE ma = 0. 在 IS- 代 数 中 , 也 有 类 似 的 结论 . 

定理 5.3.4 WR IS- 代 数 X 的 特征 为 m, 则 每 个 元 素 r 的 阶 都 是 m 的 因数 ， 
并 且 0« mz = 0. 

证 明 HFX 的 特征 为 m, WEE ac X, 使 得 |a|, = m 为 最 大 阶 . vre x, 设 
|r|, — n, 由 定理 2.3.9 知 , nlm B. 0 mz = 0. 证 毕 

定理 5.3.5 HX AIRA, 令 


M = (nn e N, Yz € X, 0 xng = 0}. 


(1) 34 M = 2 时 , char X = oo; 

(2) 当 M Z Ø 时 , charX 就 是 M 中 的 最 小 数 . 

WEB] (1) 假设 charX = m 为 有 限 正 整 数 , 则 存在 元 素 o, 使 得 lal, = m 为 最 大 
Br. 对 任意 Vr € X, V |z|, = n, 由 定理 5.3.4 知 nlm H 0*#mz ==0, 即 me M, FM, 
故 charX = oc. 

(2) M 7 6, n 是 M 中 的 最 小 数 , 由 于 Yz € X, 0x nz — 0, 从 而 |z|, < n. X 
charX = m, 故 m < n. 又 由 定理 5.3.4 知 , Vr € X, 0 mz — 0, 从 而 m € M, 所 以 有 
n € m, lm — n. 证 毕 


5.3.2 ”用 特征 刻画 IS- 代数 


已 经 知道 , 无 零 因子 环 的 特征 具有 良好 的 性 质 , 无 零 因 子 IS- 代 数 的 特征 也 有 类 
似 的 性 质 . 
引 理 5.3.1 在 IS- 代 数 久 中 有 


z(0 * ny) = 0 * n(zy) = (0*nz)y, 
(0 * nz)(0 * my) = 0» (0 * mn(xy)). 
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证 明 当 ”= 1 时 , 显然 有 z(0 *y) = 0* (zy) = (0*z)y BER n-1 A 
z(0* (n — 1)y) = 0* (n — 1)zy, Bil 


z(0* ny) = z((0» (n — 1)y) * y) = z(0* (n — 1)y) * (zy) 
= (0 * (n — 1)zy) * (zy) = 0 * n(zy). 
同 理 可 得 
(0 * nz)y = 0 x n(zy), 
故 得 
(0 * nz)(0* my) = 0* (m((0*nz)y)) = 0* (m(0 x (n(zy)))) 
= 0 x (0 * mn(xy)). 证 毕 


在 以 下 讨论 中 , 设 X 为 非 零 IS- 代 数 . 

定理 5.3.6 ”在 无 零 因子 IS- 代 数 X 中 有 

(1) X 中 所 有 非 零 元 的 阶 相同 ; 

(2) X 的 特征 要 么 为 无 穷 大 , 要 么 为 素数 . 

WEBB (1) 如 果 存 在 非 零 元 v, 使 得 |z|, = n, 则 0 * nz = 0, 于 是 对 任意 非 零 元 y 
都 有 

z(0*ny) = (0*nz)y = 0y = 0. 

由 于 OX 无 零 因 子 , 并 且 zx 非 零 , CO «nz = 0. XX yl, = m, 则 由 定理 2.3.4 知 mln. 

另 一 方面 , 由 于 0* my = 0, 则 由 引 理 5.3.1 得 


(0 x mz)y = z(0* my) = 7x0 = 0, 

但 是 y 非 零 , WO «ma = 0, 则 njm, 所 以 n=m. 

(2) 设 charX = n, 则 存在 X 中 的 非 零 元 a, 使 得 la], = n. 假设 ”不 是 素数 , 可 
Wn = nin(1 < ning « n), 则 

Oxnia #0, O*naa 4 0, 
但 是 由 引 理 5.3.1 知 
(0 * nia)(0* noa) = 0*ninz(aa) = (0* naja = 0, 

这 与 X JG3E AUT FJ, 所 以 n 为 素数 . 证 毕 

定理 5.3.7. IS- 代数 X 是 KS- 代数 当 且 仅 当 charX = 1. 

证 明 — HUE charX — 1, Jl] vx eXX,|z|, < 1, 4 0*x = 0, AT (X, x*,0) 是 BCK- 代 
数 , BI (X,*,…, 0) 是 KS- 代 数 . 反 过 来 , WR (X, x,- 0) 是 KS- 代数, 则 Vz € X, 0x = 0, 
从 而 |z|, « 1, BẸ charX = 1. 证 毕 
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定理 5.3.8 ”IS- 代 数 X 是 拟 结合 的 当 且 仅 当 charX < 2. 
证 明 i X EMAER, Yre XC 0*(0xz)-—0»z, 从 而 
0x2x = (0*z)*z —(0*(0xz)s*z-—(0*z)*(0xz)—0, 
故 charX x 2. 
反 过 来 , 设 char X < 2, 即 对 任意 Vz € X, |z|, « 2, 即 (0* z) « z = 0, 从 而 
(Ox (0* z)) * (0 z) = 0 x ((0«z) *z) — 0. 
又 由 于 
(0 x z) » (O x (O x z)) = (0 * (O * (0 * 2))) + £ = (0«z) z — 0, 
所 以 
0* (0x z) — 0s z, 
BD (X, »,0) 是 拟 结合 的 , 故 (X,*,…,0) 是 QS- 代 数 . 证 毕 
定理 5.3.9 ”在 IS- 代 数 X. 中 , 如 果 vz e Xzz =z, N X 是 拟 结合 的 . 
证 明 ”对 任意 Ie X,QH 
Oz = (0x z)(0*z) = Ox ((0 x z)z) = 0 x (0 x (zx)) = 0 x (0 * £), 
所 以 X 是 拟 结合 的 ， 证 毕 


5.4 区 -代数 的 伴侣 半 环 


在 环 (BR,+，) H, Boo — y — zc (y), 由 定理 5.1.3 知 , (R, 一 ,0) 是 IS- 代 数 , 并 
且 环 (RS) 的 理想 必 为 IS- 代 数 (8, —,.,0) 的 理想 , 所 以 IS- 代 数 可 视 为 环 概念 的 
一 般 化 . 由 于 半 环 也 是 环 概 念 的 推广 , 自然 希望 找到 IS- 代 数 与 半 环 之 间 的 联系 . 

事实 上 , 5.1 节 中 已 经 给 出 了 AS- 代 数 、PS- 代 数 、QS- 代 数 与 环 和 半 环 的 关系 
如 下 : 

(1) 如 果 (X,*,…,0) 是 AS- 代数, 则 (X,*, ) 是 特征 为 2 的 环 . 反 过 来 , WR ( 尽 , 十) 
是 特征 为 2 的 环 , 则 (R, -,-,0) 是 AS- 代 数 , 并且 将 RR 看 成 环 与 看 成 ITS- 代数 , 其 理 
想 是 一 致 的 . 

(2) 如 果 (X, *,.,0) 为 PS- 代 数 , $ z 十 y = «(0x y), 则 (和 +) 是 环 , 并 且 0 
为 零 元 , 0*z 为 z 的 负 元 . 反 过 来 , WR (R, 十 , ) 是 环 , 则 (8, 一,,0) 是 PS- 代 数 , 并 
且 环 (已 ,+，) 的 理想 必 是 PS- 代 数 (X, * ,0) 的 理想 . 

(3) 在 QS- 代 数 (已 ,* ,0) P, zy = 0* (zy), W (X,-,-) 是 加 法 交换 半 
环 , 并 且 IS- 代 数 (X,*，,0) 的 理想 必 是 半 环 (X,+,:) 的 理想 . 

本 节 讨 论 在 一 般 19- 代数 (XX,*,. ,0) F, 把 以 上 加 法 统一 起 来 , 并 使 X 关于 统一 
后 的 加 法 和 原 有 的 乘法 也 作成 半 环 , 并 通过 它 的 PS- 部 分 来 研究 IS- 代 数 与 环 之 间 的 
关系 . 
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5.4.1 ”概念 和 基本 公式 


先 证 明 以 下 事实 : 
定理 5.4.1 FIS-A (X,*,,0) H, my 0 (0a) * y), DUI 
(1)z+y=y+2; 
(2) (z*y)tz-(rtz)w 
(3) (zr y) +z= zt (y+ 2); 
(4) z(y + z) = zy + zz, (x + y)z = £z yz. 
证 阴 (1)r+ty=0x»((0*x)*y)=0%»((0xy)xzr)=y+rz. 
(2) (z +y) - z = 0 » ((0 » (0 » ((0 * æ) x y))) * z) 
= (0 » ((0* z) « y)) * (0* z) = 0 » (((0 * £) * y) * z). 
y, z 互 换 得 
(£ +2) +y = 0x (((0 +x) xz)» y) = 0x (((0* x) xy) *z)= (zy) z. 
(3) (z +y) +z = (y +2) +z = (y +2)+x£ =x + (y+ 2) 
(4) z(y + z) = z(0* ((0* y) «2)) = x0 * ((x0* zy) * xz) 
= 0x ((0* zy) * zz) = zy + zz. 
同 理 可 得 
(£ +y)z = £z + ya. 证 毕 
定理 5.4.1 说 明 , X 关于 以 上 运算 “+” 和 原 有 的 运算 “” 是 半 环 . 
定义 5.4.1 在 IS- 代 数 (X,*,.,0) m, $ 
zy-—O0x*((0xz)*y) 
KEI X, v, ) 称 为 ISAR (X,* ,0) 的 伴侣 半 环 . 
在 AS- 代 数 X 中 , 由 于 0*z= z, 则 有 
T+HYy=0*((0*7)*Y) = ZT*Yy, 
所 以 ASARRE X 的 伴侣 半 环 就 是 定理 5.1.1 中 特征 为 2 的 环 . 
在 PS- 代数 X 中 , 由 于 0*(0*z) = z, 则 有 
z+ y= 0 + ((0* x) * y) = 0» ((0 * x)) = (0 +y) = x » (0 * y), 
所 以 PS- 代 数 X 的 伴侣 半 环 就 是 定理 5.1.3 中 的 环 . 
在 QS- 代 数 X. 中 , 由 于 0* (0*z)=0*z, WS 
£+ y= O((0* £) x y) = (0 (0*2))  (O« y) = (0 £) * (0 * y) = 0* (z y), 
所 以 QS- 代 数 X 的 伴侣 半 环 就 是 定理 5.1.5 中 的 半 环 . 
可 见 , 定义 5.4.1 给 出 的 伴侣 半 环 正 是 5.1 节 中 的 环 和 半 环 的 统一 和 推广 ， 另外 ， 


TE X 的 伴侣 半 环 中 , (X,+) 正 是 BCI- 代 数 X 的 加 法 半 群 , 从 而 由 定理 2.4.2 直接 可 
得 如 下 定理 : 
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定理 5.4.2 ”在 IS- 代 数 X 的 伴侣 半 环 (X, ) 中 , vz EX 有 

(1) (0xzZ) 十 2 一 2 十 (0xz) 一 0i 

(2) 0+2 <z, ŽE 0+r =r SHENS r 是 关于 “<” 的 极 小 元 . 
5.4.2 ”用 伴 倡 半 环 刻画 AS- 代 数 、PS- 代 数 和 QS 一 代数 

定理 5.4.3 1S- 代数 (X,* ,. ,0) 是 PS- 代 数 当 且 仅 当 它 的 伴侣 半 环 (OX, 二，) 
是 环 . 

WEBB ”如 果 (X,«,.,0) 是 PS- 代 数 , 则 由 前 面 的 论述 知 , 它 的 伴侣 半 环 (X, +,-) 
中 的 加 法 为 

T+Yy= 7* (0*y). 
再 由 定理 5.4.1 和 定理 5.4.2 得 
T+Yy=Yy+Zz, Ücr—r, rcr(0*z)-—0, 


从 而 伴侣 半 环 (X, +,) 是 以 0 为 零 元 , 以 0*z 为 z 的 负 元 的 环 . 
如 果 它 的 伴侣 半 环 (X, +,) 是 环 , 设 0; 是 它 的 零 元 , 则 


0 4-01— 0 * (0 0,) — 0, 
从 而 有 


01 = 044-04 = 0 ((05 01) * 01) 
= (0« (0 x 01)) * (0 * 01) = 0» (0 * 01) = 0, 


所 以 0 是 环 (X, v, ) 中 的 零 元 , Bl voe X 有 
0*(0*7z)=0+7x= 2, 


从 而 IS- 代 数 (X, x,- ,0) 是 PS- 代 数 . 证 毕 

定理 5.4.4 JIS- 代 数 (X,* ,.,0) 是 AS- 代 数 当 且 仅 当 它 的 伴侣 半 环 (Ox 4) 是 
特征 为 2 的 环 . l 

证 明 WMR (X, «,.,0) 是 AS- 代 数 , 由 于 它 必 是 PS- 代 数 , 则 由 定理 5.4.3 An, 伴 
BÆI (X,+, ) 是 以 0 为 零 元 的 环 . LAF vre X E Orr = x, 从 而 z+z = rxz = 0, 
即 环 (X, +，) 的 特征 为 2. 

WR (X,+) 是 特征 为 2 的 环 , 则 由 定理 5.4.3 的 证 明 可 知 , 0 为 零 元 ,所 以 
Tz 二 2 二 0, 但 由 定理 5.4.2 可 知 (0*7z)++z = z+ (0xx)= 0, 所 以 z= Oz, d (X, ,.,0) 
是 AS- 代 数 . 证 毕 

定理 5.4.5 IS- 代数 (X,* ,0) 是 QS- 代 数 当 且 仅 当 它 的 伴侣 半 环 (X, +,.) i 
A x-4r-Q. 

证 明 如果 (X,*,.,0) 是 QS- 代 数 , 则 vz e X A 
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z-cz-—0x*((0xzx)*az)-—(0»(0xz)»*(0«z)-(0xz)x(0xz)-—0. 
RIK, vre X E r+z=0, B 
(Ox (0* z)) « (0 xx) 2O*((0xz)*»z)— 42-0, 


又 有 
(0 z) * (0 * (05 2)) = (0 (0s (05 ))) (0 (0 = z)) 
= D ((Ox (0x z)) x (0: z)) 20»0-—0, 
所 以 0* (0 z) — Oz, BI (X, *,.,0) 是 QS- 代 数 . 证 毕 


定理 5.4.6 19- 代 数 (X,* ,0) 的 子 代数 必 是 伴侣 半 环 (X, 上 +) 的 子 半 环 . 

证 明 设 4 是 (XX,*,:,0) 的 子 代数 , 显然 , 0 s A. vab e A, 显然 , ab c A. 又 由 
于 a+b=0*((0*a)*b)€ A, 故 A 是 伴侣 半 环 (X, ,-) 的 子 半 环 . 证 毕 
5.4.3 ”IS 一 代数 的 PS 一 部 分 的 性 质 

在 5.2 节 中 ,将 

SP(X) = {z € X|O* (0 * z) = z} 
叫做 IS- 代 数 x 的 PS- 部 分 . 显然 ， 
SP(X) = {z € X|0 +z = z}, 

并 且 SP(X) 本 身 是 PS- 代 数 . 下 面 讨论 它 的 性 质 . 

定理 5.4.7 ”在 IS- 代 数 (X,* ,0) F, SP(X) 是 伴侣 半 环 (X, 十 ,…) 中 的 最 大 环 . 

证 明 ”由 于 0eSP(X), 所 以 SP(X) 是 X 的 非 空子 集 . Vz,y eSP(X) 有 

0 rz-—0x(0xz)—z, 0-c-y-20*(0«y)—y, 

所 以 有 


0+ (z +y) = 0 (0* (x+ y)) = 0 (0 (0 (0 z) * y))) 
—0*((0xzx)*ky)-—r-y, 


0 + zy = Oy + zy = (0 + z)y = xy, 
从 而 x+y, zy ESP(X), 故 SP(X) 是 伴侣 半 环 (X,+, -) 的 子 半 环 . 

由 于 0 ESP(X) R Vx eSP(X), z VARDI, 由 定理 5.4.2 知 , 0 十 z= r, 故 0 为 
F, 并 且 (0* zj) - x — x+ (0* x) — 0, 从 而 SPCX) 是 伴侣 半 环 (XX, 十 ,-) 中 以 0 为 
零 元 的 环 . 

设 R EEFI (X, c, -) 中 的 任意 环 , 与 定理 5.4.3 的 证 明 类 似 地 可 知 , 0 为 环 


RØE. Vy e R 有 
0*(0*y)=0+y=Y, 
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故 yeSP(X), Bl R CSP(X), M SP(X) Æ X 的 伴侣 半 环 中 的 最 大 环 . 证 毕 
定理 0.4.8. SP(X) 是 的 伴 个 半 环 (X, +) 中 的 理想 . 
证 明 ”由 于 0 eSP(X), 所 以 SP(X) 是 X 的 非 空 子 集 . Vx,y cSP(X), 由 定理 
5.4.7 可 知 z +y ESP(X). Yz € X, Va € SP(X), 由 定理 4.1.2 知 
az = (0 + a)z = Oz + az = 0 + az, 
所 以 ax ESP(X). 同 理 可 得 za eSP(X). 因此 , SP(X) 是 伴侣 半 环 (X,+, -) 的 理想 . 
证 毕 
由 以 上 讨论 可 见 , 每 个 IS- 代 数 都 有 它 的 伴 个 半 环 , 该 半 环 又 有 一 个 最 大 环 , 并 且 
是 伴侣 半 环 的 理想 . 


5.5 IIS- 代 数 的 伴随 半 环 


在 3.5 节 中 给 出 了 BCI- 代 数 的 伴随 半 群 , 这 里 也 建立 1S- 代 数 的 伴随 半 环 的 概 
D, 并 给 出 它 的 性 质 . 


5.5.1 概念 和 基本 性 质 


在 3.5.1 小 节 中 , 给 出 了 BCI- 代 数 的 伴随 半 群 的 概念 如 下 : 
设 X E BCI- 代 数 ,a e X, 令 


al:y—za- —ZZIr*aG, 


即 a~t (x) =za  —z*a,Jüa-! 是 XX 上 的 自 映射 ,将 这 样 的 有 限 个 自 映射 的 合成 作 

成 的 集合 记 为 M(X). 显然 , M(X) 关于 映射 的 合成 运算 “o” 作成 一 个 半 群 , 称 之 为 

BCI- 代 数 X 的 伴随 半 群 , 记 为 (M(X), 0), 也 简写 为 M(X), 0-1 是 其 中 的 么 元 . 
另外 , 在 42 节 中 给 出 了 如 下 记号 ; 


(^ ((z*ai) * ag) *---)*a4 =r a. 
il 
以 下 公式 显然 成 立 ; 


n 
(1) z(a4l1o--.0a;!) 2 z* V aj; 
— 


(2) (|: * Sa) a = zo * Ý ai, Vo € M(X). 


i=1 i=l 


已 经 知道 , IS- 代 数 是 由 BCI- 代 数 结构 和 半 群 结构 复合 而 成 的 ， 所 以 , 可 以 根据 
IS- 代 数 的 乘法 再 定义 M(X) 中 的 乘法 . 
定义 5.5.1 Vo,r € M(X), t 
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规定 
(1) aj! ooan!= >》 a7’, (5.5.1) 
i=1 
n l 
z(cr)—z* S ab; ve € X, (5.5.2) 
i=1 j=1 


将 上 式 给 出 的 乘积 or 叫做 o,r 的 乘积 . 

这 样 一 来 , M(X) 上 带 有 了 两 种 二 元 运算 :“o”,“.”. 现在 讨论 (M(X) o) 是 否 
可 以 作成 一 个 半 环 。 

定理 5.5.1 Vo, A € M(X), WR o — aj o. o anl, T = aluo. oa, 
Ambjlo...ob 5, 则 有 


nim 


n 


n l i 
(1) Ma?! 36! 2 3S (aij), (5.5.3) 
一 1 j=1 i=l j=1 
特别 地 ， 
a ib = (ab) !; (5.5.4) 
(2) (cT) = e(TÀ); 
(3) (c - 7)à 2 0A t TA, Mo +7) = M+ AT. 
证 明 ”VYz e X, 由 式 (5.5.2) 知 


n i n l 
z(cl) =£ x DY aigj = 2359 (aib;) t, 


i=1 j=1 i=1 j=1 
即 得 l l 
$a =h d aib) 
i=l j=1 i=l j=1 
特别 地 
z(a !b 7) = z * (ab) = z(ab) *, 
即 得 


a lb^-(aqb)! 
由 于 IS- 代 数 中 的 “.” 适合 结合 律 , 故 以 上 乘法 也 适合 结合 律 . 又 由 于 IS- 代 数 中 
的 * 对 . 适合 左右 分 配 律 , 故 有 


z(o o7)N) = zx((a1 eo az  oaniio o ania) oo br?) 


ntm ld n l ni+m d 
一 化 水 > 1 aibj = | zx X > aibj | * > > ab; 
i-1 j=1 i=l j=1 i=n+1 j=1 


= z(cÀoTA), 
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故 (go7) 和 =o 和 Xo7 和 . 同 理 可 得 Alo or) = ào o Ar. 证 毕 
定理 5.5.1 表明 , (M(X), o, ) 是 一 个 半 环 , JE ELE 3.5.1 知 , (M(X), o) EX 
换 群 , 0-! 是 关于 o 运算 的 么 元 . 
定义 5.5.2 — Ut (X, *,.,0) 是 IS- 代 数 , (M(X)o) 是 BCI- 代 数 (X, »,0) 的 伴随 
AERE. 按 式 (5.5.2) ENTRER, 得 到 的 半 环 (M(X), o,-) 叫做 X 的 伴随 半 环 . 
在 序 半 群 5 中 , Va,b c S, 如 果 满 足 zb < a 的 > 有 最 大 元 , 则 将 这 个 最 大 元 叫做 
a RF b HERR, WA a:b 将 这 个 概念 应 用 到 X 的 伴随 半 环 上 , 有 如 下 定理 : 
定理 5.5.2 YE X Æ ISA, R(X) = fa^! loe X Y, W (R(X), :0-0 也 是 
IS- 代 数 , 0-! 为 其 中 的 零 元 , 并 且 有 


(X, x,:, 0) =x (R(X), 5 4,071). 
证 明 ”由 推论 3.5.1 知 , (R(X),:,071) 是 BCI- 代 数 . Va, b.c e X, 由 定理 3.5.3 知 
aT! :b^! = (a*b)-!, 


再 由 式 (5.5.4) 得 


z((a7* : 573)e71) = a((a b)-1c71) = zt((axbcj-9) 
= z((ac * ac) !) = z((ac) ! : (ac)- 1) 
= z(a c :b cl), 
故 得 
(a7! :b73)e7i = aie! : bitet, 
同 理 可 得 
c^ (a :b7!) = etat i e7tb7t, 
从 而 (R(X) :,-,0-!) 是 IS- 代 数 . 
$ p: X — R(X), a 一 al, 由 定理 3.5.3 知 , o 为 同 态 . 由 定理 3.5.2 知 , o 为 双 
射 . 设 a 一 a-!, 5 一 6-1, 则 
ab — (ab) | = a^ b^, 


M (X, *, 0) S (R(X), 5,071). 证 毕 
定理 5.5.3  IS-fOR X 是 PS-- 代 数 当 且 仅 当 X 的 伴随 半 环 M(X) 是 环 . 
证 明 HF X 是 PS- 代 数 当 且 仅 当 X 是 广义 结合 的 , 又 由 定理 3.6.1 4], X 
是 广义 结合 的 当 且 仅 当 (M(X) o) 是 群 ， 由 于 伴随 半 环 (M(X),o,.) 是 环 当 且 仅 当 
(M(X),o) ER, dí, X 是 PS- 代 数 会 M(X) ER. 证 毕 
定理 5.5.4 ”IS- 代 数 X 是 PS- 代数 e vabe XA 


a lob! = (a » (0*b))-1. 
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证 明 X Jé PS- 代数 当日 仅 当 (X,*,0) 是 广义 结合 的 . 由 定理 3.6.2 4, BCI- 代 

数 X 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 va,be X 有 
alob! = (a * (0 b)) 1. 证 毕 

同 理 , 由 定理 3.6.3 得 如 下 定理 : 

定理 5.5.5 — 1E M(X) 是 IS- 代 数 X 的 伴随 半 环 , 则 X 是 AS- 代 数 当 且 仅 当 
M(X) 是 特征 为 2 的 环 . 

由 定理 3.6.4 得 如 下 定理 : 

定理 5.5.6 1S- 代数 X 是 AS- 代 数 当 且 仅 当 va,be 久 有 


a lob l= (ax byt. 


由 定理 3.6.4 得 如 下 定理 : 
定理 5.5.7. X M(X) 是 IS- 代 数 X 的 伴随 半 环 , 18- 代数 X 是 QS- 代 数 当 且 


仅 当 Ya,be X E 
a lob^! <, (0x (a*b)) i. 


由 定理 5.2.3 Al, IS- 代 数 X 的 PS- 部 分 SP(X) 是 X 的 子 代数 , 并 且 是 PS- 代 数 . 
由 定理 3.6.1 可 知 , 它 的 伴随 半 环 M(SP(X)) 是 环 . 

要 特别 注意 的 是 , X 的 伴随 半 环 MX) 中 的 元 素 ac 是 X 上 的 自 映 射 , 而 
M(SP(X)) 中 的 元 素 a` 是 SP(X) 上 的 自 映 射 , 它们 是 不 同 的 概念 . 

定理 5.5.8 。 1S- 代数 X 是 QS- 代 数 当 且 仅 当 M(SP(X)) 是 特征 为 2 的 环 . 

证 明 WR x 是 QS- 代 数 , 则 SP(X) 既是 PS- 代 数 又 是 QS- 代 数 , 从 而 必 是 
AS- 代 数 . 由 定理 5.5.5 知 , M(SP(X)) 是 特征 为 2 的 环 . 

反 过 来 , 如 果 M(SP(X)) 是 特征 为 2 的 环 , 则 由 定理 5.5.5 知 , SP(X) 是 AS- 代 
数 . Vr € X, Oxx eSP(X), W 0» (O«z) =0*z, 所 以 X 是 QS- 代 数 . 证 毕 


5.5.2 ”伴随 半 环 的 同 态 与 同 构 
定理 5.5.9 Wt f:XoX,rorJN IS- 同 态 , Imf 为 X 的 理想 , 则 
M;:M(X) M(X), Wlo...ov ld lo...odl 
为 半 环 同 态 . 
证 明 ”由 定理 3.5.10 知 , My 是 半 群 M(X) 到 半 群 M (X) 的 同 态 映 射 . Yo, r c 
M(X), Wo ajo: oaz',T— bilo. ob, W 


—-1 一 = 二 一 一 1 一 7—1 L- 
g =ü o: oap —üdjlo-- “oan T—h o: ob. — bi o o ba, 


由 式 (5.5.3) 和 (5.5.4) 得 
=- (Se) (5 


i 


v 372 


i=1 j=1 
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n m n m 
Ex 
i=1 j=1 i=1 j=1 


故 M, 是 半 环 M(X) 到 半 环 M(X) KHAAA. 证 毕 
推论 5.5.1 ”如 果 IS- 代 数 X x, 则 它们 的 伴随 半 环 也 同 态 . 
证 明 设 /是 X 一 蕊 的 同 态 满 射 , 显然 , Imf =X A X KEE. 由 定理 5.5.0 
5H, M; 是 半 环 M(X) 到 MX) 的 同 态 满 射 , 从 而 M(X) 与 M(X) 作为 半 环 也 同 态 . 
证 毕 
推论 5.5.2 ”如 果 两 个 S-AR X. E X Fal, 则 它们 的 伴随 半 环 M(X) 与 M(X) 
作为 半 群 也 同 构 . 
证 明 ”由 推论 3.5.3 可 知 , My 是 半 群 M(X) 到 MX) 的 同 构 映射 由 定理 5.5.9 
A, My 又 是 半 环 同 态 , 故 MF 是 半 环 同 构 . 证 毕 
5.5.3 ”伴随 半 环 与 伴 倡 半 环 的 关系 


前 面 已 经 说 明 , IS- 代 数 X 的 PS- 部 分 SP(X) = {a€ 久 |0* (0*a) =a} 的 伴随 
半 环 M(SP(X)) 是 环 , 而 定理 5.4.3 又 说 明 , SP(X) 的 伴侣 半 环 (SPCX), +, -) 也 是 环 ， 
这 样 一 来 , 以 15- 代数 X 为 基础 , 建立 了 两 个 环 : (SP(X), +, -) 和 (M(SP(X))o,). F 
面 讨论 它们 之 间 的 关系 . 

定理 5.5.10 — Xt X 是 IS- 代 数 ，(SP(X),+,) 和 (M(SP(X)),o,-) 分 别 表示 
SP(X) 的 伴侣 半 环 和 伴随 半 环 , 则 它们 是 同 构 的 环 , B 


(SP(X), +, -) = (M(SP(X)).o, ). 


WA 设 f:a 一 a-!, 由 定理 3.6.8 All, f 是 (SP(X), +) 到 (M(SP(X)), o) 的 同 
构 映 射 . 
Va,b ESP(X), a 一 a !, b — b^!, 由 式 (5.5.4) 得 


ab — (ab) ! = a^ !b7!, 
故 f 是 环 (SP(X),+，) 到 环 (SP (X), o, -) 的 同 构 映 射 , 从 而 


定理 5.5.11 H(X, x, 0) 是 IS- 代 数 , X 的 伴侣 半 环 为 (X, v, ), SP(X) 的 伴 
随 半 环 为 (M (SP(X)), o, 小 W 


f :a— (0x*(0*a))-! 
是 (X,+, ) 到 (M(SP(X))o, » 的 同 态 满 射 ， 即 


(X, +, -) ~ (M(SP(X)), 9, 小 
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H ker f = KP(X). 

证 明 ”由 定理 3.6.10 知 , f A (X,+) 到 (M(SP(X)),o) 的 同 态 满 射 , H. ker f = 
KP(X). 

Va,b € X, V a — (0*(0*a))7!, b — (0x (0 b))-1, E (5.5.4) 得 


f(a) f(b) = (0 (0 a)) (0 (0 b)) ^ 
= [(0* (0 a))(0 » (0 b))] ! = [0 * (0 * (Ob (0b ab)))]! 
= (0 » (0 x ab)) ^! = f(ab), 


BE 了 为 (X, 十 ,-) 到 (SP(X),o) 的 同 态 满 射 . 证 毕 
定理 5.5.12 IS-fU x 是 PS-- 代 数 当 且 仅 当 X 的 伴侣 半 环 与 伴随 半 环 同 构 ， 
BI (X, -,-) & (M(X), o, -). 

证 明 19S- 代数 x 是 PS- 代 数 当 且 仅 当 BCI- 代 数 (X,*,0) 是 广义 结合 的 .由 
定理 3.6.12 知 ，(X,*,0) 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 X 的 加 法 半 群 与 伴随 半 群 同 构 ， 即 
(X,-)& (M(X),9,J3FH f: X o M(X), a 一 a-! 是 群 同 态 满 射 . 

下 面 只 要 证 明 f 能 保持 乘法 即 可 . Ya,b € X, a— a,b — b-!, 由 式 (5.5.4) 得 


ab — (ab) ! —a b !, 


故 f 保持 乘法 , 从 而 f 是 半 环 的 同 构 上 映射, 即 (X,+, -) = (M(X),o, ). 证 毕 

定理 5.5.13 WMR IS- 代 数 X 是 AS- 代 数 , 则 它 的 伴侣 半 环 (X, v, -) 和 伴随 半 
环 (M(X), o, -) 都 是 特征 为 2 的 环 , 并 且 (X, +) = (M(X) o, ). 反 过 来 , 如 果 它 的 伴 
BÆI (X,+, ) 或 者 伴随 半 环 (M (X), o,-) 都 是 特征 为 2 的 环 , 则 X 是 AS- 代 数 . 

证 明 ”如 果 (X, «,.,0) 是 AS- 代 数 , 则 由 定理 5.4.4 知 , 它 的 伴侣 半 环 (X, +,-) 
是 特征 为 2 的 环 . 又 由 定理 5.5.12 知 (X, +,) & (M(X), o, ), W (M(X),o, -) DER 
征 为 2 的 环 . 

反 过 来 , WR (M(X),o,-) 是 特征 为 2 的 环 , 则 由 定理 5.5.5 知 , X 是 AS- 人 代数. 
如 果 伴 个 半 环 (X, v, -) 是 特征 为 2 的 环 , 则 由 定理 5.4.4 知 , IS- 代 数 (X, * ,. ,0) 是 
AS- 代 数 . 证 毕 
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